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Apresentacao do curso

Parte 1 Célculo | -A-

Conteudo do curso

v

Funcdes reais de uma variavel real.
Limites.

Continuidade.

Derivadas.

Estudo da variacdo de fungdes.
Integracéo.
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Outras informacdes

» Pagina WEB do curso: http://www.professores.uff.br/hjbortol/.
Clique no link DISCIPLINAS no menu a esquerda.

Conteudo: cronograma dia a dia, lista de execicios, material
extra, notas das provas.

» Nao deixe de consultar os horarios de monitoria no GMA.

» Vamos definir agora um horario de atendimento para esta
turma.
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Revisao: funcdes reais
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O que é uma funcao?

Definicao

Uma funcao real f € uma lei a qual, para cada elemento x
em um subconjunto D de R, faz corresponder exatamente um
elemento chamado f(x), em um subconjunto C de R.

D é denominado de dominio e C de contradominio da fungao f.

Exemplo

f R - R
x — f(x)=2x
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Exemplo
Exemplo
f: R - R
x — f(x)=2x
f(0) =0, f(2) =4, fla+b)=2(a+ b), f(O)=20.

f(p+ h) —f(p) _ 2(p+h)—2p: 2p+2h—2p:

h h h 2
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Lembram-se dos diagramas de Venn?

f(x)
fla)
f
D > C
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Lembram-se dos diagramas de Venn?

)= [2x | Atualizar! |
Deminio [ [ Contiadominie

5+ 5

4 14

34 3

2l

i 41

x )]

1 1
24

3 3

-4+ 4

5 -5

(Ir para 0 GeoGebra)
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Uma outra representacao para fungoes

X —> f
(entrada)

— f(x)
(saida)
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Cuidado!
f: D - C
X — y=1f(x)

» Aqui x €& um numero real no dominio D!

» Aqui f(x) é um numero real no contradominio C! f(x) € C
chama-se o valor assumido pela fung¢do f no ponto x € D.

» Aqui f éuma fungcadoreal que a cada numero real x
no dominio D associa um unico numero real f(x) no
contradominio C!

» O correto é dizer “a fungédo f” e nao “a fungdo f(x)” (ou
“a funcdo y = f(x)”). Contudo, por simplicidade, livros e
pessoas costumam usar as formas incorretas. Exemplo: dizer
“a fungcdo y = 2x” ao invés de “a fungdo f: R — R tal que
y =1f(x)=2x".
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Revisao: imagem de uma fungao real
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma funcédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcaoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f R - R
x = f(x)=2x

1 pertence a imagem de f? Sim, pois f(1/2) = 1!
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O que é a imagem de uma funcéo real?
Definicao

A imagem de uma fungédo € o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcédoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagemde f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f: R - R
x — f(x)=2x

2 pertence a imagem de f? Sim, pois f(1) = 2!
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma funcédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcaoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f R - R
x — f(x)=2x

\/3 pertence a imagem de f? Sim, pois f(1/3/2) = /3!
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O que é a imagem de uma funcéao real?

Definicao

A imagem de uma fungcado € o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcédoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagemde f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f: R - R
x — f(x)=2x

b € R pertence a imagem de f? Sim, pois f(b/2) = b!
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma funcédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcaoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f R - R
x = f(x)=2x

Moral: Imagem de f = R!
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O que é a imagem de uma funcéo real?
Definicao

A imagem de uma fungédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcédoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f R - R
x = f(x)=x?

2 pertence a imagem de f? Sim, pois f(1/2) = 2!
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma fungédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcédoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f R - R
X +— f(x)=x2

Temos que f(1/2) = 2. Note, também, que f(—/2) = 2.
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O que é a imagem de uma funcéao real?

Definicao

A imagem de uma funcdo € o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcédoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagemde f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

fm R - R
x = f(x)=x?

Para que y € Imagem de f basta um x € D tal que f(x) = y!
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma funcédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcaoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f: R - R
x = f(x)=x2

0 pertence a imagem de f? Sim, pois f(0) = 0!
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O que é a imagem de uma funcéo real?
Definicao

A imagem de uma fungdo € o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcéoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagemde f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

fm R - R
x = f(x)=x?

—1 pertence a imagem de ? Nao, pois Vx € R, f(x) =x? >0e —1 < 0!
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma funcédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcéaoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f: R - R
x = f(x)=x?

b > 0 pertence a imagem de f? Sim, pois f(/b) = b!
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O que é a imagem de uma funcéao real?

Definicao

A imagem de uma funcdo € o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcédoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagemde f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

fm R - R
x = f(x)=x?

b < 0 pertence a imagem de f? Nao
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O que é a imagem de uma funcéao real?
Definicao

A imagem de uma funcédo é o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcaoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagem de f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

f: R - R
x = f(x)=x2

b < 0 pertence a imagem de ? N&o, pois Vx € R, f(x) = x> >0e b < 0!
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O que é a imagem de uma funcéo real?
Definicao

A imagem de uma fungdo € o conjunto de todos os valores
que ela pode assumir. Mais precisamente, a imagem de uma
funcéoreal f: D — C é o subconjunto de pontos y € C para os
quais existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y:

Imagemde f = {y € C | existe x € D com f(x) = y}.

Exemplo

fm R - R
x = f(x)=x?

Moral: Imagem de f = [0, +0o0)!
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Determinar a imagem de uma funcao pode ser dificil!

Qual é aimagem da fungao f abaixo?

f: R - R
x = fX)=x*+x3+x2+x+1

1695 + (—135 4 20 v/6) /135 + 60 V6 + (—49 + 24/6) {/ (135 + 60 /6)2
Imagemde f = , 00

2304

= [0.6735532234764100089. .., +00).

Veremos mais adiante no curso como as ferramentas de Calculo
podem ajudar a resolver questdes deste tipo!
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Revisao: grafico de uma funcao real
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O que é o gréafico de uma funcéo real?

Definicao

O gréfico de uma fungao real f: D — C é o subconjunto de
pontos (x, y) € R? tais que x € D e y = f(x):

Graficode f = {(x,y) e R? | xe D e y = f(x)}.
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O que é o gréafico de uma funcao real?

fiy= [2x

| Atualizar! | ‘

-%@\9\

Mover
Arraste um objeto selecionado (Esc)

¥

@

64

¥ Exibir estrutura 1
¥ Exibir estrutura 2
¥ Exibir estrutura 3
W Exibir estrutura 4
¥ Exibir estrutura 5

Parte 1

(Ir para o GeoGebra)
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Como construir o grafico de uma fungao real?
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Como construir o grafico de uma fungao real?
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Como construir o grafico de uma funcéo real?

Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Como construir o grafico de uma fungao real?

Veremos mais adiante no curso como as ferramentas de Célculo
podem ser usadas para se construir graficos de fungoes!

\V)
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Toda curva é grafico de uma fungéao real?

A resposta é nao!

=Y

Parte 1

Célculo | -A-
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Toda curva é gréafico de uma funcéo real?

A resposta é nao!

Toda reta vertical corta o grafico de uma fungdo no maximo em 1 ponto!
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Exemplo

_—
a
~—_

(a)x:yQ*Z

Parte 1

Calculo | -A-
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Exemplo

—
< X 5 0 X Q X
~—

() x=y>—2 (b)y=+/x+2 ©y=—vx+2
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Revisdo: dominio natural (efetivo) de
uma funcao real
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Dominio efetivo (natural) de uma funcao

Convencao

Quando uma fungéo real é definida apenas pela sua lei de
associagao, convenciona-se que o seu dominio é o maior
subconjunto de R para o qual é possivel avaliar a fungdo e que
0 seu contradominio é R.

Exemplo: f(x) = %
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Dominio efetivo (natural) de uma funcéo

Convencao
Quando uma fungao real é definida apenas pela sua lei de
associagao, convenciona-se que 0 seu dominio € o maior

subconjunto de R para o qual é possivel avaliar a fungao e que
0 seu contradominio é R.

Exemplo: f(x) = %

O dominio efetivo (natural) de f é D =R — {0}.
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Dominio natural de uma funcao

Qual é o dominio efetivo (natural) de f(x) = 1,

Vex—4

2x—4>0 & 2x>4 & x> s X > 2.

2

Resposta: o dominio efetivo (natural) de f é
D={xeR|x>2} =]2,+c] = (2,+00).

O
2
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Dominio natural de uma funcéo

1
Qual é o dominio efetivo (natural) de f(x) = ﬁ?
1-2X2
x—1
CUIDADO!
1.2X=8 ¢ o q.2XZ8  2XZ6
x—1 x—1 x—1

AQuUI!
& 2x—-6<x—1

& 2X—x<-—-1+6

s X < b.

Existe algo de errado neste desenvolvimento? Sim!
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Estudo do sinal

Sinal de Q ° ~ 0 R
oo 1 5 i
Sinal de ° J\ 0 0 R
ot 1 5 .
Sinal de 0 I ° l 0 R
(z-5)/(z-1) ™~ O; >

Dominio efetivo (natural)de f={x e R |1 <x <5} =]1,5[ = (1,5).
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Revisao: estudo do sinal
de uma funcao real
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Estudo do sinal

IMPORTANTE!

» Nos exemplos que acabamos de estudar, vimos que para
encontrar o dominio efetivo (natural) de funcao, foi necessario
saber resolver uma inequacao.

» Saber resolver corretamente inequacées é uma habilidade
fundamental que vocé devera dominar, pois ela sera usada em
varios momentos em nosso curso (estudo do crescimento e
convexidade de fungdes reais via derivadas)!
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Estudo do sinal: outro exemplo

x—-5
1—x

<0

©
©
I o

(s-5)/(1-2) ] .

)

Sinal de
-5

)

A 4

Sinal de
1-z

A 4

0o O |0
]

O— -

O O

A 4

S={xeR|x<1oux>5}=]-00,1[U]5, +00[= (—00, 1)U(5, +0).
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Inequacgdes envolvendo fungdes quadréticas

X2 -6x+8 ) /
— <0 i
x—-5 ,

[Folha 14]

XA
© © ©
e ' o e o
., © L © |0

(X2 6x+ 8)/(x—5) »

S={xeR|x<2o0u(x>4ex<5)}=]—o00,2[U]l4,5[.
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Inequacdes envolvendo fun¢des quadraticas

E quando a func¢éo quadratica nao \ e /
possui raizes reais? \ /
f(x)=x% - x +1 J
(Note que A= (—1)2—-4-(1)- (1) = -3<0) p 2 o : a

Sinal de
X2 —x +1

A\

Qual é a solucéo da inequacdo x> — x + 1 < 0? Resposta: S = @.

Qual é a solugéo da inequagdo x° — x + 1 > 0? Resposta: S = R.
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Regra de ouro para se resolver inequacoes

Para resolver uma inequacao do tipo
u(x) _ r(s)
_ < _
v(x)  s(x)
basta, primeiro, usando propriedades validas dos numeros
reais, converté-la em uma inequacao equivalente da forma

fx)
9(x)

com f e g funcbes que podem ser expressas como produtos
de fungdes cujos sinais sao faceis de se obter. Depois, basta
usar o esquema do quadro de sinais para fazer estudar o sinal

de f(x)/9(x).

<0,

Parte 1 Caélculo | -A-
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Leitura grafica: dominio e imagem

» Como saber se um namero real a pertence ao dominio de uma fungao f?
Resposta: verifique se areta vertical x = aintercepta ou nao o grafico de f.

» Como saber se um numero real b pertence aimagem de uma funcao f?
Resposta: verifique se a reta horizontal y = b intercepta ou néo o gréfico de f.

|lIx,'-= ) | DAxsizan |‘

Revisdo: leitura grafica do dominio e ][]/~ ]] =
da imagem de uma funcao real |

[ | ¥ Exibir astrutura 1
& | | ¥ Exbir astrutura 2

(Ir para o GeoGebra)
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Leitura grafica: dominio e imagem Leitura grafica: dominio e imagem

Qual é o dominio da funcéo f cujo grafico é dado abaixo?

Resposta: o dominio da funcdo f é o conjunto D = [-1,4]
(Supondo que a figura exibe todo o grafico da funcao!)

Ay Ay

Vx

—20 1 —20 1

Parte 1 Calculo | -A- 163 Parte 1
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Leitura grafica: dominio e imagem

Qual é a imagem da funcao f cujo grafico € dado abaixo?

Ay

o
-

—-20 t
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Leitura grafica: dominio e imagem

Resposta: é o intervalo no eixo y indicado na figura!

Vx

Parte 1 Caélculo | -A-
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Leitura grafica: dominio e imagem

Qual é o dominio da funcéo f cujo grafico é dado abaixo?

A y
40 1
20
\ / X
y —" f i i i >
P 1 0 1 2 3 4 5
_20 L
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Leitura grafica: dominio e imagem

Resposta: nao € possivel determinar
pois apenas uma parte do grafico esta sendo apresentada!

A y
40 -
20
\ / X
t ~—" t t t t >
_2 -1 0 1 2 3 4 5
—20 4
Parte 1 Caélculo | -A-
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Leitura grafica: dominio e imagem

Qual é a imagem da funcéo f cujo grafico é dado abaixo?

\__

Ay
40 1

Vx

-2

~—

—1 0 1 2

—-20 t

Parte 1

Célculo | -A-
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Leitura grafica: dominio e imagem

Resposta: nao é possivel determinar

pois apenas uma parte do grafico esta sendo exibidal

\__

Ay
40 -

Vx

-2

a—

—1

—20

Parte 1

Caélculo | -A-
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Problemas de organizacao e
erros frequentes
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Problemas de organizagao e erros frequentes

g 4

|- dn=6G
i e e

\ AL Cuidado com o sinal da fragdol
LT e

e (& -

BT Yel) (e 2 @ dae s0 Qsial de -
p Wit - =2 [0 pel el é da fragdo

et i N e deve sef
) . - Lezt) = LB 25 gioreibuidol
-n S 2o
- T wen
Parte 2 Caélculo | -A- 5

Problemas de organizacao e erros frequentes

ol & demnis molicel du 4@« 2

\ \-ole -l

: e
Notagdo correta para a respesta errada:
D=fxeR1x<)oux>53

D. ;Lrn-_.< {ewmr)s

Parte 2 Calculo | -A-

Modelando problemas
com funcgoes reais
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Motivacao: o problema da caixa

Vocé foi contratado por uma empresa que fabrica caixas sem tampa. Cada caixa é
construida a partir de um folha retangular de papelao medindo 30 cm x 50 cm. Para

Motivagao: o problema da caixa

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

[Folha 20]

se construir a caixa, um quadrado de lado medindo x cm é retirado de cada canto ; -~ . - | Deslocar eixos
da folha de papelao. M 'Av /v = gl 4.7| o = s Arraste a area de trabalho ou eixos (Shift + An
T
|—| X
— —
z i|: _____
.................. 5 M
30 cm 30 cm
B | |
I i 50 ¢m
50 cm
Dependendo do valor de x, diferentes caixas (com diferentes volumes) podem ser
confeccionadas. O problema é determinar o valor de x a fim de que a caixa o _Entraca || | o =][comando .. [
correspondente tenha o maior volume possivel.
Parte 2 Célculo | -A- 12 Parte 2 Caélculo | -A- 13
O problema da caixa O problema da caixa
X <
[]ls] <] 2
T i|: *
i
""""""""" £ . (LI St s o
30 cm .
__________________ 30¢em :
.- 24 / E
£ e — + -
L | 50 cm ] x
I 50 cm I x=6.068501... f{x)=4104.410367...
Aqui, y = f(x) = x (30 — 2x) (50 — 2x) = 1500 x — 160 x2 + 4 x3 e x € D =]0, 15]. :
Calculo | -A- 18 Parte 2 Caélculo | -A- 19
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Revisao: funcao afim
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[Folha 21]
A funcao afim

Definicao

Uma fungéo f: R — R chama-se afim se existem constantes
a, b € R tais que f(x) = ax + b para todo x € R.

Exemplo de funcao afim:

fm R - R
x — f(x)=2x+3"
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Proposicao

O gréafico de uma fungéo afim f: x — y = f(x) = ax + b é uma reta.

Demonstracao (para os interessados):

Elon Lages Lima; Paulo Cezar Pinto Carvalho; Eduardo Wagner; Augusto César
Morgado. A Matematica do Ensino Médio. Volume 1. Colecdo do Professor de
Matematica, Sociedade Brasileira de Matematica, 2003.

A Matemdtica do

Ensino Médio

Vilusme 1

Parte 2 Calculo | -A-
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Cuidado!

Todo grafico de uma funcao afim € uma reta no plano cartesiano, mas
nem toda reta no plano cartesiano é grafico de uma funcao afim!
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[Folha 22]

Observacoes A funcgéo afim
Eﬁeoﬁebra—funcan—afim—l]l.ggb 1N =10l x|
( ) Arquiva Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda
y=f(x)=a-x+b>b = ’ o | o Mover e
il "/{7 == ®v 4'7 s ABC? ‘%v Arraste um objeto selecionado (Esc) [
2 Objetos livres * o 54Y
(1) O grafico de uma funcao afim € uma reta: a é o coeficiente =0 b=0 .
~ . , . . 12 Obj d d —_—— 1
angular (com relagdo ao eixo x) e b é o coeficiente linear da e
reta. 0 g =45 5
i i ‘ ] . i i 4
(2) O coeficiente linear b é a ordenada do ponto de intersecao da S0 W osh = womo& & B W
reta com o eixo y. -2
-4
(3) O coeficiente angular a mede a inclinacdo da reta: ele é igual ';Ei:tt);:rrzzttrrﬂttﬂr;;
a tangente do angulo entre a reta e o0 eixo x quando a mesma &l
escala foi usada nos dois eixos coordenados. ® Enrada || | o >|fcomando L”
Parte 2 Calculo | -A- 31 Parte 2 Cdlculo | -A- 32
A funcéao afim
Proposicao
Dados arbitrariamente (x1, y1), (X2, ¥2) € R?, com x; # Xo, existe uma, e somente uma,
funcdo afim f: R — R tal que
fxi)=y1 e f(x)=y.
Exercicio resolvido: determine a fungdo afim cujo grafico passe pelos pontos (2,3) e ReViSéO: fu n(;,éo |inea|’
(5,7).
Solugéo: se f(x) = ax + b, entéao
f2) = 3 _ [2a+hb =3
f5) = 7, 5a+b = 7.
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A funcao linear

Definicao

Uma fungdo f: R — R chama-se linear se existe constante
a € R tais que f(x) = ax para todo x € R.

Exemplo de funcao linear:

f: R - R
x — f(x)=2x"
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_ [Folha 23]
Observacgdes

(1) Toda funcéo linear € uma fungédo afim, mas nem toda fungéao
afim é uma fungéo linear.

(2) A funcéo linear € o modelo matematico para os problemas
de proporcionalidade. A proporcionalidade €, provavelmente,
a nocao matematica mais difundida na cultura de todos
0S povos € seu uso universal data de milénios.

(3) Se y = f(x) = ax é uma funcao linear, entdo f(x; + x2) =
f(x1) + f(x2) para todo x1,xo € R e f(cx) = cf(x) para todo
c,x € R.
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Observacdes

CUIDADO!

Nem toda fungéo f satisfaz a propriedade f(xy + X2) = f(x1) + f(x2)
para todo x; e xo no dominio D de f:

cos(Xx1 + X2) X cos(xq) +cos(x2), Vxq, X € R,

NZE D4 VX1 + /X2, VX1, Xo € [0, +00],

In(xi +x) X In(q)+In(x),  ¥x,x €0, ol

X1 + Xz| X X1] + [ Xal, VX1, X2 € R,
1 1 1
— 4+ —, VX1, Xo €10, )
X1 T %o X X +X2 1, X2 € ]0, +o0]
Parte 2 Célculo | -A- 54

Revisao: funcdo modular
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Modulo (ou valor absoluto) de um nimero real

Definicao

X, sex>0,
x| =
—Xx, sex<0.

Exemplos:
2] =2, |—2|=2, 0] =0, |X2| :sz

x—1, sex>1,
x —1| =
—x+1, sex<1.
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[Folha 24]
Modulo (ou valor absoluto) de um namero real

Mais exemplos:

1 -v2| =v2-1, T —3.14| = 7 — 3.14, X2 +1] = x% +1,

0] = 0, seld>0,
-0, sell<O,

21 = x> -1, sex?—1>0,
- —(x>=1), sex?-1<0,

_ x2 -1, sex<-—-1oux>1,
- —x24+1, se —1<x<1.
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Modulo (ou valor absoluto) de um numero real

Observacgao:

X = x, sex>0, X, sex >0,
a -x, sex<0 -Xx, sex<0

X, sex>0,
= 0, sex=0,

X, sex<0.

Parte 2 Célculo | -A-
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Grafico da funcdo modular

10 1

2] =x=<4 % sex>0,
-X, sex<0.

44 42 40 8 6 4 =2 0o 2 4 6 12 14
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Interpretacdo geométrica

E D A C B
I ¢ I ¢ ¢ I ¢ >
-3 -2 -1 0 1 2 3
d(A,B)=+2 d(B,C)=+1 d(B,E)=+5 d(D,E)= +2
Parte 2 Célculo | -A-
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~ . [Folha 25]
Interpretagao geometrlca

b-— a,

seb>a,
d(a,b):{ a2 b -

seb<a =|b—al.

Moral: |b — a| representa a distéancia entre os numeros a e b na reta
numérica.
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Duas propriedades importantes

p| < a & —a<p<a

lp| > a & p<—aoup>a

Para justificar estas propriedades,
lembre-se que |p| = |p — 0| é a disténcia entre p e 0.
—a D a
I I I +—o— I I >
0
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Aplicacao

Resolva a desigualdade |3 + 2 x| < 2.

|I83+2x|<2 & -2<3+2x<2 & —2-3<2x<2-3
—— ——

P P

5 1
& —5<Xx< -5

& b 2x< -1 5 5

0]
I

o1
22
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Aplicacao

Resolva a desigualdade |2 x + 5| > 3.

12x+5|>83 <«
~——
p

S=]—o00,—4[U]—1,4o0|

Parte 2

ou

ou

ou

Célculo | -A- 112

Outras propriedades do médulo

» |a|=|b| < a=boua=—b.

v

|a-b| = |al - |bl.

a||,comb;é0.

. 2 la
5l =15

v

v

lal = |b]| < [a— bl.

v

VX2 =|x|.

Parte 2

|a+ b| < |a| + |b| (desigualdade triangular).

Nem sempre vale a igualdade: se a=2e b= —2,entéo |a+b|=0<4 = |a + |b].

CUIDADO!

Célculo | -A-
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120

Revisao: funcao quadratica

Parte 2

Calculo | -A- 121

A funcdo quadrética

Definicao

Uma fung¢do f: R — R chama-se quadratica se existem cons-
tantes a,b,c € R, com a # 0, tais que f(x) = ax®> + bx + ¢

para todo x € R.

Exemplo de funcao quadratica:

f: R - R

X = f(X)=x2—x—-1"

Parte 2
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A funcéo quadratica
y=f(x)=a - x*+b-x+ccoma#0

(1) O gréfico de uma fungéo quadratica é uma parabola.

(2) O coeficiente ¢ € a ordenada do ponto de interse¢cdo da
parabola com o eixo y.

(3) Se o coeficiente a € > 0, a parabola é concava para cima. Se
aé < 0, ela é concava para baixo.

(4) Se A = b?> —4-a-c < 0, entdo a parabola nao intercepta o
eixo Xx.
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3 N [Folha 27]
A funcgao quadratica

y=Ffx)=a-x>+b-x+c

(5) Se A=b?>—4-a-c >0, entdo a pardbola intercepta o eixo x
em dois pontos de abscissas:

_ —b-VA

—b+VA
X1 = =5

2-a i

(6) Se A=b?>—4-a-c=0,entdo a pardbola intercepta o eixo x
no ponto de abscissa:

Xy = ——.
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A funcao quadratica

Eﬁeoﬁebra - funcao-quadratica-01.ggb & I EIIEI
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A . é:v K | P Mover bl
o /v — T ®v S 9 5 '%v Arraste um objeto selecionado (Esc) &

.
2 Objetos livres X g sy
Ja=1 »
I b=0 jsi=di]
O e=0 P a4
= Objetos dependentes c=0
D flK) =12+ 0x+0 2 24
X
10 8 5 4 2 0 2 4 5 8 10
_4 4
[ Estrutura 1
™ Estrutura 2
-fA
@ Entrada || I Ll IC( Ll IComando L”
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Revisdo: completamento de quadrados
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Completamento de quadrados: exemplo 1

Lembre-se que:
2

(W+vP=wv?+2Wv)+v? e (u—v)2=u?-2()(v)+ V2

X2 —8x+15 = (x2—2(x)(4)+ ?)— 7 +15

= (x®-2(0)(4)+16) 16+ 15

- (x—4>2—1

Parte 2 Célculo | -A-
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[Folha 28]
Completamento de quadrados: exemplo 2

Lembre-se que:
(U+vP=wv+2W)(v)+v? e (u—v)2=u?-2(u)(v)+ V2

X24+3x+2 = (x2+2(x) <g>+ ?) — 7 42

= <x2+2(x) (g)Jr Z) - Z +2
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Completamento de quadrados: exemplo 3

Lembre-se que:
2

(W+vP=wv?+2W(v)+v? e (u—v)2=u?-2()(v)+ V2

2x2-3x+1 = 2

Parte 2 Célculo | -A-
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Completamento de quadrados: exemplo 4

Lembre-se que:
2

(u+vP=w+2W)(v)+v? e (u—v)®2=u?—-2(u)(v)+ V2

- x24+2x-1 = - x2—2(x))—1

(

= (200 7))+ 7~

- —(x2—2(x)(1)+1)+1—1
(

x—1>2
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[Folha 29]
Completamento de quadrados: caso geral

Hipotese: a +# 0.

ax’+bx+c = a (x2+2(x) (;) + 7 ) -7 +4c

2

= a (x2+2(x) <£a> +baz) - 7 +c

) b\ b2\ b2 Revisao: funcdes trigonométricas

= a(X +2(X)<2—a>+az)_4a+c
2 2

(e () ) (59
2 2

= a (x2+2(x) (%) +baz) - (b 4;1ac>

B b\> (A

o) (@

As funcdes trigopnométricas Trigonometria

O que faremos aqui é uma revisao muito rapidal

Para os interessados em definicdes mais precisas e justificativas,

recomendamos o livro: . .
trigonometria

Elon Lages Lima; Paulo Cezar Pinto Carvalho; Eduardo Wagner; Augusto
César Morgado. A Matematica do Ensino Médio. Volume 1. Colegao do
Professor de Matematica, Sociedade Brasileira de Matematica, 2003.

A Matematica do
Ensino Médio
Vidumne I

Ko Lnga Lima
Tesaly Cexnr Pinin Carvalhu
Eetunrds

Wagner
Asgusto Ciar Mg

triangulo retdngulo fungbes trigonométricas

(seno de um angulo) (seno de um numero real)
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Seno, cosseno e tangente de um angulo agudo

. ) [Folha 30]
ldentidade trigonométrica fundamental

C C
p ]
a a
b b
- [ »
B c A B c A
2 2 2 2 2
sen(B) cateto oposto b cos(B) = cateto adjacente _ ¢ (cos(é))2 + (sen(@))2 = % + % = b% © iz =1
" hipotenusa ~ a’ " hipotenusa ~ a’ a a a a
tg(@) _ _cateto o.posto = 9 onde, em (x), usamos o Teorema de Pitagoras.
cateto adjacente ¢
Parte 2 Célculo | -A- 173 Parte 2 Caélculo | -A- 181
Notacoes A funcédo de Euler e a medida de angulos em radianos
<- ->
2/D . g i~ 2 2/D . ips I~ 2 '
cos<(B) significa (cos(B)) e sen<(B) significa (sen(B)) . 1
b t K\P=E(tl
0 n2 n ane P — -1 ky 1
A identidade trigonométrica fundamental fica entdo escrita assim: a
COSZ(E) —+ Senz(é) = 1 . Clig ste o ponto azul para mudar o valor de ¢ m{ £AOP) = t (em radianos)
http://www.uff.br/cdme/ftr/ftr-html/ftr-euler-br.html
hup://www.cdme.im-ul'f.nmfb[:/flr/l'lr-hlml/flr-eu]er-br.hlml
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A funcéo de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos nuameros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) e R2| x2+y? =1}.
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[Folha 31]
A funcéo de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos numeros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) € R? | x2 + y> = 1}. A fungéo de Euler E: R — C faz corresponder a
cada ndmero real t o ponto E(t) = (x, y) de C do seguinte modo:
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A funcao de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos nimeros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) € R? | x2 +y? =1}. Afungéo de Euler E: R — C faz corresponder a
cada numero real t o ponto E(t) = (x, y) de C do seguinte modo:

> E(0) = (1,0).
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A funcédo de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos numeros reais € C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) € R?| x> +y? =1}. Afungéo de Euler E: R — C faz corresponder a
cada ndmero real t o ponto E(t) = (x, y) de C do seguinte modo:

» E(0) =(1,0).

» Se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento ¢, sempre andando no sentido positivo (contrario ao
movimento dos ponteiros de um relégio comum, ou seja, o0 sentido que nos leva
de (1,0) para (0, 1) pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho

serd chamado E(t).
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A funcéo de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos nuameros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) € R?| x2+y? =1}. Afungéo de Euler E: R — C faz corresponder a
cada numero real t o ponto E(t) = (x, y) de C do seguinte modo:

» E(0) =(1,0).

» Se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento t, sempre andando no sentido positivo (contrario ao
movimento dos ponteiros de um rel6gio comum, ou seja, o sentido que nos leva
de (1,0) para (0, 1) pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho
sera chamado E(t).

» Set < 0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento
|t|, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido negativo (isto &, no
sentido do movimento dos ponteiros de um relégio usual).
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[Folha 32]
A funcédo de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos numeros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) € R? | x2 + y> = 1}. A fungéo de Euler E: R — C faz corresponder a
cada ndmero real t o ponto E(t) = (x, y) de C do seguinte modo:

» E(0) =(1,0).

» Se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento t, sempre andando no sentido positivo (contrario ao
movimento dos ponteiros de um reldégio comum, ou seja, o sentido que nos leva
de (1,0) para (0, 1) pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho
serd chamado E(t).

» Se t < 0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento
|t|, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido negativo (isto &, no
sentido do movimento dos ponteiros de um relégio usual).

A fungéo de Euler E: R — C pode ser imaginada como o processo de enrolar a reta,

identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C (pensada como um carretel)
de modo que o ponto 0 em R caia sobre o ponto (1,0) em C.
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A funcao de Euler e a medida de angulos em radianos

Sejam R o conjunto dos nimeros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y) € R? | x2 +y? =1}. Afungéo de Euler E: R — C faz corresponder a
cada numero real t o ponto E(t) = (x, y) de C do seguinte modo:

» E(0) =(1,0).

» Se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento t, sempre andando no sentido positivo (contrario ao
movimento dos ponteiros de um relégio comum, ou seja, o sentido que nos leva
de (1,0) para (0, 1) pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho
sera chamado E(t).

» Set < 0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento
|t|, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido negativo (isto &, no
sentido do movimento dos ponteiros de um relégio usual).

A fungéo de Euler E: R — C pode ser imaginada como o processo de enrolar a reta,
identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C (pensada como um carretel)
de modo que o ponto 0 em R caia sobre o ponto (1,0) em C.

Escrevendo A= (1,0), O = (0,0) e, para cada t em R, P = E(t), dizemos neste caso
que o angulo AOP mede t radianos.
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Seno e cosseno de numeros reais (caso: radianos)

| |

& Eaabir a definigho da funglio seno
€ Esdbir a definigfio da funglo cossenc

.....

http://www.uff.br/cdme/ftr/ftr-html/ftr-def-br.html
ou
http://www.cdme.im-uff.mat.br/ftr/ftr-html/ftr-def-br.html
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Seno e cosseno de nimeros reais (caso: radianos)

As fungbes cos: R — R e sen: R — R, chamadas fungdo cosseno e fungao seno
respectivamente, sdo definidas pondo-se, para cada t em R:

E(t) = (cos(t),sen(t)).
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[Folha 33]
Seno e cosseno de numeros reais (caso: radianos)

As fungbes cos: R — R e sen: R — R, chamadas fungdo cosseno e fungao seno
respectivamente, sdo definidas pondo-se, para cada t em R:

E(t) = (cos(t),sen(t)).

Noutras palavras, x = cos(t) e y = sen(t) sdo respectivamente a abscissa e a orde-
nada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria.
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Seno e cosseno de numeros reais (caso: radianos)

As fungbes cos: R — R e sen: R — R, chamadas fungdo cosseno e fungao seno
respectivamente, sdo definidas pondo-se, para cada t em R:

E(t) = (cos(t),sen(t)).

Noutras palavras, x = cos(t) e y = sen(t) s@o respectivamente a abscissa e a orde-
nada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria. Note que, aqui, 0 nimero real t da
a medida do angulo AOP em radianos!.
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Revisao: funcao cosseno
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A funcao cosseno

f:

R — R
X — y=f(x)=cos(x)

Eﬁenﬁebra-[uncDes—trignnumetricas.ggb oy | 5'
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A ¢ Mover ]
* 3 ’./{v )(v‘ ®v $v Arraste um objeto selecionado (Esc) [
Y
0=45"..

M cosseno  cos(8)=070711
O

® Entrada: | I

:Hu > IComando L”

Parte 2

Célculo | -A-
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A funcao cosseno

cos(0) =1, cos(m)= —1,

s (5) =5 eos(3) =% eos() =g eos(3)=0

cos(90) = cos(5156.620156177...°) = —0.44807361612917 ...
cos(a+ b) = cos(a) - cos(b) — sen(a) - sen(b).
cos(—x) = cos(x), VxeR.
Cosseno é uma funcéo periddica: cos(x + 27) = cos(x),Vx € R.
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A funcao cosseno

Eﬁenﬁebra - funcao-cosseno-01.ggb

~=1olx]

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AR

il i

R

xS Mover ez
- Arraste um objeta selecionada (Esc) [

o

[=]

WAWA

3§ o WUQ o 5'\7'2 4T
-4

I Estrutura 1
[0 Estrutura 2

® Entrada: | |

Lllu e IComando.. L”

Parte 2

Calculo | -A-

Revisao: funcao seno
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A funcao seno

B [Folha 35]
A funcao seno

f: R - R
X = f(x) = sen(x
y =1 (x) sen(0) =0, sen(w)=0,
Eﬁenﬁebra - funcoes-trigonometricas.ggb ;Iglﬂ
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
L AT Ol Ll = = e e e (Z) - (2) v2 (Z) =2 sen(2)
i 3 v o i i | +| Arraste um objeto selecionada (Esc sen|(—|) = — sen|— ) = —_, sen|—) = —_—, sen(—=) = 1,
v 6 2’ 4 2 3 2 2
0=45"..
I cosseno sen(90) = sen(5156.620156177...°) = +0.89399666360055.. . ..
icd
' sen(a+ b) = sen(a) - cos(b) + cos(a) - sen(b).
sen(—x) = —sen(x), VxeR.
Seno é uma fungéao periédica: sen(x + 27) = sen(x),Vx € R.
® Entrada: || I :”E”Comando L” ¢ P ( ) ( )
Parte 2 Célculo | -A- 224 Parte 2 Caélculo | -A- 243
A funcao seno

Eﬁenﬁebra - funcao-seno-01.ggb ;IEIEI

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

.Av /{v )(v‘ Gv‘ '/i'v -.-v AECV $v g’lr(:::t; um objeta selecionada (Esc) ;

Y
A / Revis&o: fung¢éo tangente
i - o T2 a2 sw2 3k T2 dn :

™ Estrutura 1
™ Estrutura 2

® Entrada: | |

|° Lllu e IComando.. L”

Parte 2

Calculo | -A- 244
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A funcao tangente

f: R - R
X — y=f(x)=tg(x) = sen(x)/cos(x)

[Folha 36]
A fungao tangente

tg(0) =0, tg(m) =0,

=[]
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
.Av ’./{v )(v‘ Gv‘ '/i'v -.-v AECv $v M:::se;umo jeto selecionado (Esc i z = ﬁ Z = z — E = na i
: Arrasta um objeto selecionado (Esc) tg<6>_ 3 tg<4)_1, tg<3>_\/§, tg<2)_naoeX|ste,
0=45"..
1
Pt tg(90) = tg(5156.620156177 .. .°) = —1.9952004122082.. . ..
O
-ﬂ! tg(a+ b) = (tg(a) +tg(b))/(1 —tg(a) - tg(b)).
- tg(—x) = —tg(x), ¥xeD=R-{(2k+ 1)n/2 | k € Z}.
Tangente é uma funcéo periddica: tg(x + 7) = tg(x),Vvx € D.
® Entrada: || I :”E”Comando L” 9 ¢ P g( 7T) g( )
Parte 2 Célculo | -A- 247 Parte 2 Célculo | -A- 266

A funcao tangente

Eﬁenﬁebra—[uncan—tangente-l]l.ggh oy | 5'
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A ‘ A Mover )
S /{v )(v‘ Gv‘ '/i'v " 5 $v Arraste um objeto selecionado (Esc) [
Y
2
0 X
2217 -3T/2 -TT -T2 o] ™2 ™ 3ni2 T
24
™ Estrutura 1
™ Estrutura 2

Lllu e IComando.. L”

® Entrada: | | |
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Parte 3

Céalculo | -A-

Humberto José Bortolossi

Departamento de Matematica Aplicada
Universidade Federal Fluminense

Parte 3

Versdo 0.9

Calculo | -A-
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Problemas de organizagao e erros frequentes

[Folha 38]

i
T ooE o rrearig CE0L Sasta,
Problemas de organizacao e "laeE |2 al
erros frequentes T
=m-R ke -5 &5 i = ettt e, — }
=2 e 2= A & - . E
e N S | i e M
| DTEXER =45 X7 =R
o F = = £ DAl =] ) = = £ DA
Parte 3 Célculo | -A- 2 Parte 3 Caélculo | -A- 5
Problemas de organizacgao e erros frequentes Problemas de organizagao e erros frequentes
_ Rpado o duagpoldoda I —
—._ —— = T —S¢ :
8 _121_1-6]:15 i I — == = i = t;:,-:r.‘l S‘_._ql Vlr}ﬁSl S 4 i
= PZ-—n. o100 p\;__-:_ — : = :: &5 ¢ - Bl 2x-5 54 ' EI
— - 30 ageed ’T'.a" 2 > 3 .'
- B — — — - i % S '1'2. i X > 9 :
= Jp+sl -3 Q. Zeh \ND = ¥ = A =Y ) |
. 20.l-% o 72 \-2 —— ~ fxElﬁ]:((QiL{x‘) 2} Usac “oy’l i
= _ xl-4 o w\-A - |
> 510 - HL-]‘ L +ool  Usar ‘U‘I
Parte 3 EICéllcquI-A- ) : . 117 Parte 3 EICélcquI-A- 7 : . 7147v




[Folha 39]
Problemas de organizacao e erros frequentes Problemas de organizacao e erros frequentes
M lax+Sl 23
s . —— IAX+S > D L @ 1S £ =%
3 [aw +81 = o = =
Jy 15 & -2 o i, W -:l;t‘"/ 1 ou }1 C- %
dn L -3-%5 ol an »=5143 1)"‘" oﬂ _)(ﬁ-"(‘f
Ay L - % - bl dn>-2
144 o ou e
N hij. v L-Y h_:"F_}.-_!I..'—:;___ _ Notagdo ecradal
(=] = = = = Q¥ =] F = = = NG
Parte 3 Célculo | -A- 17 Parte 3 Célculo | -A- 21
Problemas de organizacao e erros frequentes
heaxiea seamgy< Onanzagid L aafco
Is2x<> & « >3  Uar'dea'sd?  TOOOOOO
a=——q % Respostas? A
- Ja‘!{':‘l)i:‘:i"_ﬂ__
lagt5/=> ook g yre-5X44
¥4 573 -AK-T73 x=3 Xz
== - 4 _:5_ —

Parte 3
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Revisao: funcao exponencial

Parte 3

-}

=)
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A funcao exponencial

O que faremos aqui é uma revisao muito rapidal

Para os interessados em definicdes mais precisas e justificativas,
recomendamos o livro:

Elon Lages Lima; Paulo Cezar Pinto Carvalho; Eduardo Wagner; Augusto
César Morgado. A Matematica do Ensino Médio. Volume 1. Colegao do
Professor de Matematica, Sociedade Brasileira de Matematica, 2003.

A Matematica do
Ensino Médio
Vilurne 1

[Edon Lages Lima
Pauls Cenar Pt Carvalby
Wagtier.

Estuards
Asgusto Ciar Mg

Parte 3 Célculo | -A- 26

B . [Folha 40]
A funcao exponencial

y=f(x)=a“coma>0exeR.

(1) Vale que f(0) = & = 1, para todo a > 0. Temos também que

f(x)=a*>0paratodoa>0e x € R.

(2) Vale que f(p)? = (a")7 = a”7 = f(p- q).
(3) Vale que S aP=f-p)
TWipy =7 —11P

(4) Vale que f(p+q) = aPt9 =aP- a9 = f(p) - f(q).

Parte 3 Caélculo | -A- 32

A funcao exponencial

Eﬁeoﬁebra - funcao-exponencial-01.ggb A = I EIIEI
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
& i A | | Mover )
s v/v A’v ®v ‘J/‘v — - '%v Arraste um objeto selecionado (Esc) &
Yy
a=2 37
L
24
1
o X
-6 -5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 [
I Estrutura 1
@ Entrada || I L”ctﬂl(iomando L”

Parte 3 Calculo | -A- 33

Reviséo: funcao logaritmica

Parte 3 Caélculo | -A- 34




. . [Folha 41]
A funcéo logaritmica A funcgéao logaritmica

y =f(x) =log,(x)coma>0,a#1ex>0. IMPORTANTE!

» In(x) é uma notagdo para log,(x), onde e = 2.7182818284 . . .

(1) Vale que 7(1) = log,(1) = 0 & f(a) = log,(a) = 1, para todo O logaritmo de base e é denominado logaritmo natural.

a> 0.

(2) Vale que f(p-q) = log,(p-q) = log,(p) +10g9,(q), Vp,q> 0.

» é"X) = x para todo x > 0 (pois x — € e x — In(x) s&o
~ . ' . An(0)
(3) Vale que f (x") = log, (x") = r - log,(x), ¥x >0 e Vr ¢ R. fungdes inversas uma da outra). Em particular: en@ =Dne
en(¥) = xX, para todo I, x > 0.

(4) Vale que f (g) =log, (g) =log,(p) —log,(q), Vp,q > 0.

log,(x) » In(e¥) = x para todo x € R (pois x — e e x — In(x) sao
(5) Vale que f(x) = log,(x) = 9 Vx,b>0,b#1. funcbes inversas uma da outra).

log,(a)’

Parte 3 Célculo | -A- 40 Parte 3 Caélculo | -A- 46

A funcao logaritmica

Eﬁenﬁehra - funcao-logaritmica-01.ggh ;IEIEI
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A 5 . . Mover el
S -3 /v LT} ®v d‘a " vl ABCV '_I_’v Arraste um objeto selecionado (Esc) @
y
a=2
- e
24
L] ~ ~ ~ 7
Revisao: funcao par e fungao impar
0 %
14 12 10 8 [ 4 2 ] 2 4 6 8 10 12 14
™ Estrutura 1
® Entrada || I L”ot:”Comando # ﬂ‘
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Funcao par
Definicao
Uma fungéo real f: D — C é par se f(—x) = f(x), Vx € D.

Exemplo de fungao par:

f: R - R
x = f(x)=1-x*"

De fato: para todo x € R,
f(—x)=1—(—x)*=1—-x*=f(x).

Note que a definicdo de funcédo par pressupde que o dominio D seja simétrico
com relagdo a origem 0: se x pertence a D, entdo —x também deve pertencer
abD.

Parte 3 Célculo | -A-

52

Funcao par

O gréfico de uma fungao par é simétrico com relagédo ao eixo y!

=

X ¢-————=—=-=--

X O mmm -

Parte 3

Caélculo | -A-

[Folha 42]

53

Funcéo impar
Definicao
Uma fungéo real f: D — C é impar se f(—x) = —f(x), Vx € D.

Exemplo de funcao impar:

f R - R
X = f(X)=x+x"

De fato: paratodo x € R,
f(—=x) = (—x)° + (=x) = —x® — x = —(x® + x) = —f(x).

Note que a definicao de fungao impar pressupde que o dominio D seja simétrico
com relacdo a origem 0: se x pertence a D, entdo —x também deve pertencer
abD.

Parte 3 Célculo | -A-
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Funcéo impar

O grafico de uma fungao impar é simétrico com relagao a origem!

X ¢-=-===-=--

Parte 3

Calculo | -A-

58




Observacdes

Existem fungbes que ndo sdo pares e nem impares:

f R - R
x = f(x)=2-x%"

De fato:

_ [Folha 43]
Observacgdes

Existe um funcéo que seja par e impar ao mesmo tempo?

Sim! A funcéo identicamente nula definida em R!

Toda funcéo definida em R se escreve como soma de uma fungao
par e uma fungao impar:

f(x) + f(—x) N f(x) — f(—x).

f(—1)=3#£1=f1) e f(-1)=3+#—-1=—f1). f(x) — . g
— —r
par impar
Parte 3 Célculo | -A- 60 Parte 3 Caélculo | -A- 63
Exercicio
x> -3

Afuncdo y = f(x) =

3 definida em R — {0} é par? Ela é impar?

Justifique sua respostal

Solugéo. A funcéo f é impar, pois

f(—x) = (_(X)i); 3 _ _XZX; 8 _ _fx),  paratodo x € R {0}.

A funcéo néo é par, pois f(—1) =2 # —2 = f(1).

Parte 3 Calculo | -A- 74

Revisao: funcbes da forma
x elevadoan,comnecN

Parte 3 Caélculo | -A- 75




Funcdes da forma f(x) = x”,comne N

f: R - R
x — y=f(x)=x"

Importante: se n € N, x” é uma notacao para x - x - -- - - X.
n fatores
Propriedades:
(1) Vx eR,Vn,me N, x". xM = x+m,
Prova:
Xn'Xm:X'X""-X'e(X ..... X =X-X----- X = xtm
n f;trc)res m f;&)res n+m?;tores

(2) Vx e R,Vn,me N, (x")™ = x™M,
Prova: exercicio!

Parte 3 Célculo | -A- 89

[Folha 44]
Fungdes da forma f(x) = x",comne N

y=f(x)=x"comneN

(1) f € uma fungéo par se n € um numero par e f € uma fungéo
impar se n € um numero impar.

(2) Se0 < x < 1,entdo 0 < x"*t! < x" (basta multiplicar 0 < x < 1
por x> 0).

(3) Se 1 < x, entdo x" < x™! (basta multiplicar 1 < x por x” > 0).

Parte 3 Célculo | -A- 97

Funcdes da forma f(x) = x”,comne N

_ (o] x|
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A 4 @2 o | lascl]]| < || Mover k)
S /{v /V'v‘ ®v l"’v X 9 g o| Arraste um objeto selecionada (Esc) [od
[
|4 i
n=0 flx)=x
ORI
X
3 2 i 2 3
¥ Exibir estrutura
® Entrada: || Lllu hd IComando.. L”
Parte 3 Calculo | -A- 98

Revisao: circulos e semicirculos
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Circulos e semicirculos

CIN Ny
DY N

@22 +y*=1 () y=V1-2x? ©y=-V1-x?

Moral: o gréfico de y = f(x) = va — x? é o semicirculo superior de
centro na origem e raio |a.

Parte 3 Célculo | -A- 105

[Folha 45]

Novas fungoes a partir de antigas:
transformacdoes de fungoes

Parte 3 Caélculo | -A- 106

Transformacdes de funcdes

Obijetivo:

dado o gréfico de uma fungéo y = f(x) e uma constante c,
obter os graficos das fung¢des

y=f(x+c), y=fx)+c, y=c-f(x), y=fFf(c-x),
y=1(x]) e y=Ifx)

Parte 3 Calculo | -A- 109

Caso g(x) = f(x + ¢)

Parte 3 Caélculo | -A- 110




Transformagodes de fungbes: g(x) = f(x + ¢)

Se f esta definida no intervalo [1,3] e ¢ = 5, qual é o dominio natural

Transformagdes de fungdes: g(x) = f(x + ¢)

Eﬁeoﬁebra - translacoes-horizontais-01-br.ggh

Arguivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

=[olx]

[Folha 46]

(efetivo) de y = g(x) = f(x + ¢) = f(x +5)? LA B OlO) Nl ] 28] v -
x i e
x € dominiodeg < x+ccdominiodef < 1<x+c¢<3 " b
& 1-¢c<x<3-c & xc[1-¢3- 2 ovitosDepercenios )
s xe[-4-2. 0 AN S & 5
a-c ‘x b-c o a Lt %
é ; 3 = -2 1 o 1 3 :l 5
Se f esta definida no intervalo [1,3] e ¢ = —3, qual € o dominio
: _ _ — — 3)?
natural (efetivo) de y = g(x) = f(x +¢) = f(x — 3)" —
¥ Estrutura 2
x edominiodeg < xe[1—-¢,3—c] & xe€[4,6]. s 2 s
¥ Estrutura 4
(Ir para o GeoGebra)
Parte 3 Célculo | -A- 119 Parte 3 Caélculo | -A- 120
Transformagdes de fungdes: g(x) = f(x + ¢) Moral
Somar uma constante c¢ a variavel independente x de uma funcao f
8 Geotebra_ traraiscoss herie R . =Blx tem o efeito geométrico de transladar horizontalmente para a direita
Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda ( do C < 0) ou para a esquerda (quando C > 0) O gréflco de f
= uan .
[R]] Al Bl OO & S| < | 98 e j q
|- Objetos Livres P i EGeuGebra - translacoes-horizontais-01-br.ggh I =] 55
o () =cos{m{x-1)/2) olx) =fix + c) Arguivo  Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
|_7) Ohjetos Dependentes 2 o
1 2 = o) ) |24 AN T
1 |0 Objetns Lives X v
O (k) =T{x + c)
w0 =3 2l
/X\ / i O fi) = sing x - 1) 2+ 1
+ " I.5) Objetos Dependentes s
‘5 fa 2 - & ; o 1 2 3 4 5\ 77777777777 A S o
“ iac * e . a Xty
-2 ¥ Estrutura 1 ’ N ’ ) 1 ; ‘ ’ ’
¥ Estrutura 2 "
c=1 3 ¥ Estrutura 3 "
= ay v Estrutura 1
¥ Estrutura 4 i
c=5 3 [V Estrutura 3
(Ir para 0 GeoGebra) [¥ Estrutura 4
Parte 3 Calculo | -A- 121 Parte 3 Caélculo | -A- 122




Caso g(x)=f(x)+c

Parte 3 Célculo | -A- 123

[Folha 47]

Transformagdes de fungdes: g(x) = f(x) + ¢

Se f esta definida no intervalo [1,3] e ¢ = 1, qual € o dominio natural
(efetivo) de y = g(x) = f(x) +1?

x e dominiodeg < xecdominiodef < xe([1,3].

Parte 3 Célculo | -A- 127

Transformagdes de fungdes: g(x) = f(x) + ¢

EGeoGehra - translacoes-verticais-01-br.ggh N ) [l ﬁl
Atguivo  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
EN N RNEE
\ a ; Mover
. ki ’./.,v — i 7| & 7| b 7| ‘%’v J\’v lad
|- Ohjetos Livies x
O ¥ gix) =f(x) + ¢
Qb3 sy st
O fRy=sin(m (- 102y + 1 e
|) Objetos Dependentes 5 iy
5
o a ! b x
5 4 3 2 1 a 1 3 4 5
ER
-2 ¥ Estrutura 1
¥ Estrutura 2
c=1 ER ¥ Estrutura 3
¢ ¥ Estrutura 4
(Ir para o GeoGebra)
Parte 3 Calculo | -A- 128

Transformagdes de fungdes: g(x) = f(x) + ¢

Eﬁeoﬁebra - translacoes-verticais-02-br.ggh A = IEllél
Argquivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

g M p) I (DN |3 T P
el | ’./'JV "’""7 bv ®V @V s J and ‘%’v J\UV »
|3 Objetos Livres x
3 fix) = cos(m (x- 1)/2) d 9(x) =fix) + ¢
|_2) Objetos Dependentes 2

5 o 5 ; 1
2 ¥ Estrutura 1
¥ Estrutura 2
c=1 -3 ¥ Estrutura 3

¥ Estrutura 4

(Ir para o GeoGebra)
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[Folha 48]
Moral

Somar uma constante ¢ a uma fungao f tem o efeito geométrico de
transladar verticalmente para cima (quando ¢ > 0) ou verticalmente
para baixo (quando ¢ < 0) o grafico de f.

EGenGebra - translacoes-verticais-01-br.ggh - =1oix

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

b
— 0

Al

] /]

[:] >olo] <N

| Objetos Livres x ¥

b e e Caso g(x) = f(c - x)

a=2
L
]

- O fRy=sinfmx-ns2¢10 | FTmmy
|53 Ohjetos Dependentes

2 W Estrutura 1
¥ Estrutura 2
| ER ¥ Estrutura 3
¥ Estrutura 4
Parte 3 Célculo | -A- 130 Parte 3 Caélculo | -A- 131
Transformagodes de fungbes: g(x) = f(c - x) Transformagodes de fungbes: g(x) = f(c - x)
, . . L, .. EGeoGebra—aIungamentos—e—cuntracoes—hurizontais—ﬂl—hr.ggh ;IEIEI
Se f esta definida no intervalo [2, 4] ec= 04, qual é o0 dominio Arquive Editar  Exibir  Opgfies Femamentas Janela Ajuda
natural (efetivo) de y = g(x) = f(c- x) = f(0.4 - x)? LA lelo d,q| \ el [ 52 Ei
Objetos Lires x 3

=]

‘O a=2 g(x)=f(c-x)

x e dominiodeg & c-xedominiodef & 2<c-x<4

(c>0)

& 2/c<x<4/c & x¢€[2/c4/c] @ otitos oapmnaerios |
< xe€[5,10]. T i
o asfik b iaic % b
Se f esta definida no intervalo [2,4] e ¢ = 4, qual € o dominio natural 8
(efetivo) de y = g(x) = f(c- x) = f(4 - x)? —
¥ Estrutura 2
x € dominiode g &’ x € [2/c,4/c] & xe[1/2,1]. i

(Ir para o GeoGebra)
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Transformagodes de fungdes: g(x) = f(c - x)

EGeoGehra - alongamentos-e-contracoes-horizontais-02-br.ggh =[]
Argquivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
> (1N (o] ([ | 2 DN [E ARy 1
L] o b ~ | Mover
ki /{v )"7 7| 7| 7] = 7 &\v [
I3 Objetos Livres x
g(x)=f(c-x)

e @ TRy =cos(m{x- 1312}
I Ohjetos Dependentes

¥ Estrutura 1
¥ Estrutura 2
¥ Estrutura 3
¥ Estrutura 4

[Folha 49]
Moral

Multiplicar a variavel independente de uma fungéo f por uma constante
nao-negativa ¢ tem o efeito geométrico de alongar (para 0 < ¢ < 1)
ou comprimir (para ¢ > 1) horizontalmente o grafico de f.

Eﬁeoﬁebra - alongamentos-e-contracoes-horizontais-01-br.ggh e -0 5[

a(x)=f(c-x)

Arguivo  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

.
B

A
L]
i

v

ki

5)

3ol |6 |24 N
& e ]
12 Ohjetos Livies x ¥
L Oa=2
1O b=4
e O fEy=sin(m(x-2)/2) + 1
) Ohjetos Dependentes

2

-2 ¥ Estrutura 1
¥ Estrutura 2

a c=04 [¥ Estrutura 3
(Ir para o GeoGebra) ¥ Estrutura 4
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Transformagodes de fungbes: g(x) = ¢ - f(x)
Se f estéa definida no intervalo [1,3] e ¢ = 2, qual € o dominio natural
Caso g(x) —C- f(X) (efetivo) de y = g(x) = 2 - f(x)?

x e dominiodeg < xecdominiodef < xe([1,3].
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Transformagdes de fungdes: g(x) = ¢ - f(x)

Transformagodes de fungdes: g(x) = ¢ - f(x)

[Folha 50]

EGeoGehra - alongamentos-e-contracoes-verticais-01-br.ggb ] ] EGeoGebra - alongamentos-e-contracoes-verticais-02-br.ggh = |EI|5|
Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Arquivo  Editar  Edbir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
A . : 'tfu‘v \-v - 27 s Gl A . D -tf“,q \, as a7 - il
S 7] /{v = b'v ®v Ov s i ‘%v &\'v [ad % . ¥ /v =y b‘v ®v @v = ¥ $v &\‘v [ad
1) Objetos Livres x i a(x)=c-1(x) 29 Objetos Livres x # aix)=c-1x)
= Qa=1 @ fix) = cos(m{x- 1)/2)
O b=3 8z 1= Ohbjetos Dependentes 1
O Ry =sin{m (x- 12y +1
I Ohjetos Dependentes 2] I
2 14 - —~8
*———--
iX
1 o i x
3 B ] o 1 3 5
i g b " [
[ 5 3 3 2 1 o 1 3 5
-14 ¥ Estrutura 1 -2 ¥ Estrutura 1
[¥ Estrutura 2 ¥ Estrutura 2
c=2 24 ¥ Estrutura 3 c=2 3 ¥ Estrutura 3
o ¥ Estrutura 4 h ¥ Estrutura 4
(Ir para o GeoGebra) (Ir para o GeoGebra)
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Multiplicar uma funcao f por uma constante nao-negativa c tem o efeito
geométrico de alongar (para ¢ > 1) ou comprimir (para 0 < ¢ < 1)
verticalmente o grafico de f.
EGeuGehra - alongamentos-e-contracoes-verticais-01-br.ggh £ I jm] 5[
Argquivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. : 3 S | - 22| 2
e 7)/';/\"7 b‘v ®v @v 'ivxv ki Q’v &\’v er lad
(23 Objetos Lives x ¥ alx)=c-fix)
= Caso g(x) = —f(x)
fix)=sin{mi{x-1)7/2)+1
I3 Ohjetos Dependentes
R )
¥
- gt b i
5 5 3 2 N o 5 s
-1 [¥ Estrutura 1
[V Estrutura 2
] 2 [¥ Estrutura 3
[¥ Estrutura 4
Parte 3 Calculo | -A- 151 Parte 3 Calculo | -A- 152




Transformagoes de fungbes: g(x) = —f(x)

Multiplicar uma fungéo f por —1 tem o efeito geométrico de refletir com
relagéo ao eixo-x o grafico de f.

¥ GeoGebra - reflexao-01.99b i o [
Arquiva Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda

A . F@ *lagc Mover il
il /',v /rv‘ ®v M"’v .* 2 < $v Arraste um objeto selecionado (Esc) &
=2 Objetos livres x y _
=
L@ fix)=-x*-4x : g(x) = -f(x)
1= Objetos dependentes a4 (

@ gx)=-(-x*-4 x)

-4 4

al

¥ Exibir estrutura

@ Entrada: || I leIComando L”

Caso g(x) = f(—x)

[Folha 51]

Parte 3 Célculo | -A- 153 Parte 3 Caélculo | -A- 154
Transformacgoes de fungdes: g(x) = f(—x)
Multiplicar a variavel independente x de uma fungéo f por —1 tem o
efeito geométrico de refletir com relagéo ao eixo-y o gréfico de f.
& GeoGebra - reflexao-02.09b ] =0l x|
Arquiva Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
' @ P M k)
.Av /',v jﬁ‘g “')v . AECJ ‘%’v A:::t; um ohjeto selecionado (Fsc)
3 Objetos livres r y o
@ fix) = 2 -4 gx)=(-x) L
@ODJS;ZJS dt,pen;entes ———ﬂ«ﬂ—_x) CaSO g(X) — ‘ f(X) ‘
@ g(x) = -(-x)* -4 (-x)
X i G
8 5 4 -2 0 2 5 8
+
4
W Exibir estrutura
@ Entrada || I :”E”Comando L”
Parte 3 Calculo | -A- 155 Parte 3 Caélculo | -A- 156




Transformagodes de fungbes: g(x) = |f(x)|

+f(x), sef(x) >0,
9(x) = [f(x)| = { —f(x), se f(x) <O0.

f(x) = x* —1 g(x) = [f(x)| = [x* — 1]

3 2 \ y 2 3 3 2 1 0 1 2 3
> -

Caso g(x) = (|x])

[Folha 52]

Parte 3 Célculo | -A- 161 Parte 3 Caélculo | -A- 162
Transformagodes de fungbes: g(x) = f(|x|)
f(+x), se x>0,
aw == 1{ (0 SrZa
f(x) =x%—3x2+2x+1 a(x) = f(|x[) = |x[> = 3|x[* + 2|x| + 1
3 3 Exercicio resolvido
Parte 3 Célculo | -A- 167 Parte 3 Caélculo | -A- 168




Exemplo: esboce o graficode y =4 — |x — 2|
y=9(x) =f(x-2)=|x-2|

y =1f(x) = |x|

G 8 6 4 2 |0 2 4 6 8 10

G0 8 b 4 =2

0o 2 4 6 8 10

o /N_4 6 8 10

y=dx-2|

G0 8 6 4 2

[
0 2 4 e\ 8 10

Parte 3

Célculo | -A-

177

Exemplo: esboce o graficode y =4 — |x — 2|
y =f(x) = Ix|

y=gx)=

—f(x) = — x|

N a0

o v & o o

G0 8 6 4 2

& & b K&

0o 2 4 6 & 10

G0 8 6 4 =2

& & b K&

2 4 6 8 10

y=h(x)=g(x) +4=4—|x|

y=Ix)=h(x—-2)=4—|x-2|

o s
6 6
P 4

2 3

yodopd yudel-2|
0 0

ED v 4 T F N 8 To 5 % 44 [0 3 F NG T
2 2
4 “
s .
s -
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Novas fungoes a partir de antigas:
operacoes com fungoes

Parte 4 Célculo | -A- 2

[Folha 55]

Operacdes com fungdes

Definicao

Sejam f: Dy — R e g: Dy — R duas fungdes reais. Definimos as
fungbes soma f + g, diferenca f — g, produto f - g e quociente f/g da
seguinte forma:

(f+g)(x) = f(x)+g(x), com Dsi,=DsN Dy
(f=9)(x) = f(x)—g(x), com D;_,= DN Dy
(f-g9)(x) = f(x)-9(x), com Dy. g = Dfn Dy
(f/9)(x) = f(x)/g(x), comD;, ={xeDrnDg|g(x)7#0}

Exemplo: soma

f(x)=1+Vvx -2, g(x) =x—3.

(F+9)(x)=f(X)+gx) =1+ VX -2+ x-3=x—-2+Vx-2,
Df+g = DfﬂDg = [2,—|—OO).

Parte 4 Célculo | -A- 11

Exemplo: diferenca

f(x)=1+vx-2, g(x) =x—38.

(F—g)(xX)=fx)—gx)=1+Vx—-2—-(x—-3)=4—x+Vx—2,
Df_g: DfﬂDg: [2,+00).

Parte 4 Caélculo | -A-




Exemplo: produto

f(x)=1+vx—2,

g(x) =x—3.

Di=[2,+x), Dy=R

(f-9)(x) =f(x)-9(x) = (1 +Vx —2) - (x = 3),
Dt.g = D; M Dy = [2,+0).

Parte 4

Célculo | -A-

22

. [Folha 56]
Exemplo: quociente

f(x)=14+vx -2,

g(x) =x-3.

(1/9)(0) = f()/g(x) = =2,

Dy/g = D N Dg — {x € Dy | g(x) = 0} = [2, +00) — {3}.

Parte 4 Caélculo | -A- 27

Cuidado!

(-3

0} =R — {0}.

Drjg = Drn Dg = {x € Dg | 9(x) =

Parte 4

a(x) = x.

Y

Calculo | -A-

35

Revisao: funcbes da forma
X elevado a menos n

Parte 4 Caélculo | -A- 36




[Folha 57]
Revisdo: funcbes da forma x elevado a menos n Revisao: fungoes da forma x elevado a menos n
¥ i) =x

P 3
2 H

n

| 1
0 § . = y="f(x)=x" :F,comneNeX7é0

2 (1) f é uma funcao par se n € um numero par e f € uma fungao
’ impar se n € um ndmero impar.

.1
(2) Se0<x<1,entaoF<W.

.1 1
(3) Se 1 < x, entédo T < ik

Parte 4 Célculo | -A- 37 Parte 4 Caélculo | -A- 42

Revisao: fungdes da forma x elevado a o

EGeoGehra - fluncao-x-elevado-a-alpha-01.ggb I = |EI|1|
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
|| I | P BRI o) -ff‘;v X, &

v’/‘rv & i

A
L ]
7

a=2
e
i

Mover: Arrastar ou selecionar &
objetos (Esc) @

&

Novas fungoes a partir de antigas:
composicao de funcoes

I Exibir estrutura

@ Entrada: || | ﬂ |C( Ll IComando L”

Parte 4 Calculo | -A- 43 Parte 4 Caélculo | -A- 44




Composicao de fungdes
Definicao

Sejam f: Dy — Cre g: Dy — C4 duas fungdes reais tais que Cg C Dy.
A composicao de fe g € a fungéo fo g: Dy — Cy definida por:

(fo9)(x) = f(g(x))-

x—5 g glx) i — > JlgW

[Folha 58]
Exemplo

f(x)=x24+3,  g(x)=Vx.

(entrada) (saida)
g (fog)(x) = f(g(x)) = f(VX) = (VX +38=x+3.
4 J
x g(x) flg(x)
parte 4 Céleulo 1-A- a Parte 4 Caloulo 1A 5
Exemplo Exemplo

(gof)(x) = g(f(x)) = g(x* +3) = Vx2 + 3.

Parte 4 Calculo | -A- 57

f(x)=x24+3,  g(x)=Vx.

(fog)x)=x+3,  (gof)(x)=Vx®+8.

Moral: (em geral) fog# gof.

A operagao de composicao de fungdes nao é comutativa!

Parte 4 Caélculo | -A- 58




|dentificando composicoes

h(x) = (x* +1)'% = (fo g)(x)

onde

f(x) = x1° e gx)=x2+1.

Parte 4 Célculo | -A- 60

Identificando composicoes

h(x) = t9(x°) = (fo g)(x)

onde

f(x) = tg(x) e a(x) = x>.

Parte 4 Caélculo | -A-

[Folha 59]

62

|[dentificando composicoes

onde

f(x) = vx e g(x)=4-3x.

Parte 4 Calculo | -A- 64

Identificando composicoes

h(x) =8+ Vx = (fog)(x)

onde

fx)=8+x e  gx)=Vx.

Parte 4 Caélculo | -A-

66




|dentificando composicoes

h(x) =1/(x +1) = (fog)(x)

onde

[Folha 60]

Funcoes inversiveis

f(x)=1/x e g(x)=x+1.
Parte 4 Calculo | -A- 68 Parte 4 Cdlculo | -A- 69
Funcbes inversiveis Exemplo
Definicao
Dizemos que uma fungdo f: D — C é inversivel se existe . ’ f f) i .
funcdo g: C — D tal que
(gof)(x)=9(f(x)) =x, paratodox e D
e A B A B
(fog)(x)="f(g(x)) =x, paratodox € C.
1 1
Neste caso, dizemos que g € a inversa de f e escreveremos: . 3
8 8
g=1f"1
f f
Parte 4 Calculo | -A- 71 Parte 4 Calculo | -A- 73




Exemplo
A funcéo

f: D=R — C=R
X — y=fx)=2x+1

€ inversivel, pois

g C=R — D=R
X = y=9(x)=(x-1)/2

é tal que
(gof)(x)=g(f(x)) =g(@x+1)=((2x+1)—1)/2=x, ¥xeD=R
e
(fog)(x) = f(g(x)) = f((x —1)/2) =2((x —1)/2) + 1 = x, ¥x € C=R.

Podemos entdo escrever que f~'(x) = g(x) = (x — 1)/2.

Parte 4 Célculo | -A-

86

[Folha 61]

Cuidado
Cuidado!

1) e (f(x)
denotam objetos diferentes!

f~1(x) é a fungéo inversa de f calculada em x.
(f(x))~" éigual a 1/f(x).

No exemplo anterior,
f~1(x) = (x —1)/2, enquanto que (f(x))' = (2x+1)"T=1/2x +1).

Parte 4 Caélculo | -A- 91

Observacdes

Provar que uma fungao é inversivel pode nao ser uma tarefa facil
seja com a definicdo, seja com a proposi¢ao anterior.

Aprenderemos mais adiante novas ferramentas para estudar se uma
funcao é inversivel (localmente).

Parte 4 Célculo | -A-

96

O grafico da funcao inversa

Seja f uma fungéo real inversivel.

Se f(1) = 2, entdo f~1(2) = 1.
Assim, o ponto (1,2) pertence ao grafico de f e (2, 1) pertence ao grafico de .

Se f(2) = 3, entdo F~1(3) = 2.
Assim, o ponto (2, 3) pertence ao grafico de f e (3,2) pertence ao grafico de 1.

Se f(x) = y, entdo f~'(y) = x.
Assim, o ponto (x, y) pertence ao gréfico de f e (y, x) pertence ao gréafico de .

Parte 4 Caélculo | -A- 116




O gréfico da funcao inversa

fix) = |2 x Atualizar!
PM=FQOe o]”
PQ & perpendiculararetay=x
44 ,’/.
P -
¥ e
~
M
+ //
~ i 0Q
R P
et
o =
8 -] -.-l -5_‘ o X 2 4 8 8
..//
g
- "
—~ il 44
S
’ ¥ Estrutura 1
- ¥ Estrutura 2
“¥=x 1 ¥ Estrutura 3

(Ir para o GeoGebra)

Parte 4 Célculo | -A- 117

- L. [Folha 62]
O grafico da funcao inversa
Qual é a relagéo entre o grafico de uma funcao e sua inversa?

Se uma mesma escala foi usada para os eixos x e y,
os graficos de f e f~! s&o simétricos com relagéo a reta y = x.

Se uma mesma escala foi usada para os eixos x e y,
o gréfico da inversa f~' é obtido
fazendo-se uma reflexdo do grafico de f com relagéo a reta y = x.

Parte 4 Caélculo | -A- 123

Funcoes injetivas, sobrejetivas e
bijetivas

Parte 4 Calculo | -A- 124

Funcdes injetivas

Definicao
Dizemos que f: D — C é injetiva se elementos diferentes de D

sao transformados por f em elementos diferentes em C, isto &,
se VX1, Xo € D, com xy # Xo, tem-se f(xq1) # f(x2).

Forma equivalente (usando a contrapositiva): f: D — C é
injetiva se Vxy, X2 € D, com f(x1) = f(x2), tem-se x; = Xo.

Parte 4 Caélculo | -A- 128




Funcoes injetivas

Funcdes injetivas

[Folha 63]

= [x | Atalizar!
= [x | Atalizar!
Mover
Daminio A A Contradominie | "f' ® N Arraste umn objeto selecionado (Esc)
54 15
_Y
4+ +4
3d 13
f
24 Sl
/
14 AL
[E 1o
-14 =+ -1 8 ] 2 ] |
o
24 p-2 24
f(x;)
3 +-3
i b 1.4 a4
-5 T-5
64
(Ir para o GeoGebra) f
(Ir para o GeoGebra)
Parte 4 Célculo | -A- 129 Parte 4 Caélculo | -A- 130
Fungdes injetivas Exemplo
= [x | Aualizar Mostre que a fungdo f: R — R definida por y = f(x) = 2x + 1 é injetiva.
xd B BN e Demonstragdo. Sejam xy, x> € R tais que
oY f(X1): f(XQ).
A Temos que
% f(X1)=f(X2) = 2X1+1=2x%+1 = 2X1=2X0 = X; = Xo. -
1] x
-é 8 2 o 2 -Ii 8 8
24
i 4
64
1
(Ir para o GeoGebra)
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Exercicio
Mostre que a fungéo f: [0, +00) — R definida por y = f(x) = x? ¢ injetiva.

Demonstragao. Sejam xy, x> € R tais que

f(x1) = f(x2).

Funcdes sobrejetivas

[Folha 64]

Temos que Definicao
) = fp) = R=x2 = 2—x2=0 = (X —x)(X1 + %) = 0. Dizemos que f: D — C é sobrejetiva
Assim, x; —xo = 0ou x; + xo = 0, isto é, xy = xo ou Xy = —xo. No caso em que
X{ = —Xo, cOMO X4 > 0 e xo > 0, concluimos que obrigatoriamente x; =0 e x = 0. Em
particular, x; = Xo. -
Parte 4 Calculo | -A- 153 Parte 4 Cdlculo | -A- 154
FuncoOes sobrejetivas Funcgdes sobrejetivas
)= [2x | Atualizart ”
Deminio [ I Contradominie

St 5

4 4

Definicao 3 3

Dizemos que f: D — C é sobrejetiva se sua imagem ¢€ igual 2
ao seu contradominio, isto €, se para todo y € C, pode-se 1 f(x)--*
X
encontrar (pelo menos) um elemento x € D tal que f(x) = y. o

1+ 1

3+ 3

4 4

51 5

(Ir para o GeoGebra)
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157




[Folha 65]

Fungdes sobrejetivas Exemplo

= Bx Atiaiizad Mostre que a fungéo f: R — R definida por y = f(x) =2 x + 1 é sobrejetiva.

xd B BN e Demonstragédo. Seja y € R. Observe que
ol fX)=y © 2x+1=y & 2x=y—1 @x:%.
1 Assim, x = (y — 1)/2 € R é tal que f(x) = y. Isto mostra que f é sobrejetiva. -
o

/ o
(Ir para 0 GeoGebra)
Parte 4 Calculo | -A- 158 Parte 4 Calculo | -A- 168

Atencao! Funcoes bijetivas
Mostrar que a fungéo f: [0, +oc0) — [0, +00) definida por y = f(x) = x? & sobrejetiva
€ bem mais complicado!

Para fazer isto, precisariamos do conceito de continuidade,

que serd visto em Calculo | -A-. —
Definicao

Dizemos que f: D — C é bijetiva se ela é injetiva e sobrejetiva.

Parte 4 Calculo | -A- 171 Parte 4 Caélculo | -A- 173




Funcoes bijetivas

Funcoes bijetivas

[Folha 66]

fo Ro—= R € bijetiva fo Ro— R nao é bijetiva, pois ndo € injetiva e nem sobrejetiva
X = f(x)=2x+1 ) ’ X = f(x)=x? I P ) | .
A y A y
0 o 0 X
Parte 4 Calculo | -A- 176 Parte 4 Cdlculo | -A- 180
Funcoes bijetivas Funcoes bijetivas
f: % : E,(()X;iclz nao é bijetiva, pois ndo é injetiva (mas é sobrejetiva). f [0, +oo)3 : E(?X-)"ioz(z é bijetiva.
A y A y
0 X 0 X
Parte 4 Calculo | -A- 184 Parte 4 Calculo | -A- 187




Proposicao

Proposicao

f: D — C é umafuncdo inversivel se, e somente se, f é bijetiva,
isto é, se, e somente se,

1. féinjetiva: se x; € D, xo € D e xq # xo, entdo f(xy) # f(x2)
e, a0 mesmo tempo,

2. f é sobrejetiva: para todo y € C, existe pelo menos um
x € Dtal que f(x) =y.

A demonstragao pode ser encontrada no livro A Matematica
do Ensino Médio de Lima et al!

Parte 4 Célculo | -A-
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A funcao raiz quadrada

Parte 5 Célculo | -A- 2

A fungéo raiz quadrada

f: [0,400) — [0,+00)
X = y=fx)=x?

» Ja demonstramos que f: [0, +oc) — [0, +00) é injetiva.

[Folha 69]

» Ja mencionamos que f: [0,+0c) — [0, +00) € sobrejetiva (a prova deste
fato requer ferramentas de andlise).

» Logo f: [0, +00) — [0, +00) é bijetiva e, portanto, inversivel.

» A funcdo inversa f~' de f é denominada funcéo raiz quadrada. Usaremos

a notacao

para representar

VX

~1(x).

» Note entdo que, se a > 0, entdo y/a é o Unico nimero real > 0 que, elevado
ao quadrado, da o namero real a.

Parte 5

Caélculo | -A-

A funcéao raiz quadrada

W Estrutura 1 v
[¥ Estrutura 2 LE!
¥ Estrutura 3

“1 b=r'(a)=\a

(Ir para o GeoGebra)

Parte 5 Calculo | -A- 14

Propriedades

VaeR,vVa?=|al

v

VYa,b>0,vVa-b=+a-vb

a +a
Va>0,Vb>O,\/7:
- b Vb

v

v

v

v

Parte 5

va,b>0,va+b<va+ Vb.

e Vab<0,va-b=+v-a-v-b.

a +/-a
e Va<0,Vb<0,f:.
- b V-b

A funcdo raiz quadrada é crescente: Va,b>0, a< b= va< Vb.

Calculo | -A-
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Mais funcdes trigonomeétricas: secante,
cossecante e cotangente

Parte 5 Célculo | -A-
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~ [Folha 70]
A funcéao secante

f(x) = sec(x) =

cos(x)

Qual é o dominio natural da fungdo secante?

D={xeR|cos(x)#0}={xeR|x#n/2+ k-7, comk € Z}

Parte 5 Caélculo | -A- 26

A funcao secante

v f(x) = cos(x)

Parte 5 Calculo | -A-

27

A funcao cossecante

1

f(x) = cossec(x) = sen(x)

Qual é o dominio natural da fungao cossecante?

D={xeR|sen(x)#0}={xecR|x#k-m, comk e Z}

Parte 5 Caélculo | -A- 32




A fungao cossecante

() = sen(x)

~ [Folha 71]
A fungao cotangente

cos(x)
sen(x)

f(x) = cotg(x) =

Qual é o dominio natural da fungdo cotangente?

D={xeR|sen(x)#0}={xecR|x#k-m, comk e Z}

A funcao cotangente
j j T 160 = 1969
/ (x)‘ 31'%&."2 2
Funcodes trigonométricas inversas: arco
K K mwﬂosmv seno, arco cosseno e arco tangente




A funcao arco seno

f: R - R . , e e
nao e |ﬂV€rS|Ve|, pols nao e Injetlva.

A fungao arco seno

fo [-m/2,47/2] —

[Folha 72]

(=1, 1] RPN
y = f(x) = sen(x) © inversivel, pois ¢ bijetiva.

X — y=f(x)=sen(x) X —
y y
L L N
:
\ ) . : )
- -2 0 X, /2 X, i —1:r\\ —1'?/2 0 /2 ™
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 B e P
Parte 5 Calculo | -A- 41 Parte 5 Calculo | -A- 42
A funcao arco seno Exemplo
1. 7_ _ —1. _ _
A U W/2_’1+7T/2] é sua fungao inversa. A L 7T/2_’1+7T/2] é sua funcgdo inversa.
X — y=If""(x)=arcsen(x) X — y=IFf"1(x)=arcsen(x)
y y
m2e------ w29
1 i i
v w2 0 1 72 m 1 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1
-T7/2
777777 ~T7/2 < mmemmmeee—--y
Parte 5 Calculo | -A- 44
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A funcao arco seno

Mostre que cos(arcsen(x)) = V1 — x2, para x € (—1,+1).

Demonstracao.

[cos(arcsen(x))]? + [sen(arcsen(x))]? =1 = [cos(arcsen(x))]? + x% =1

= [cos(arcsen(x))]2=1—x2
= |cos(arcsen(x))| = V1—x2
= cos(arcsen(x)) = V1—x2,

pois se x € (—1,+1), entdo arcsen(x) € (—n/2,+m/2) e, assim, cos(arcsen(x)) > 0. g

_ [Folha 73]
A fungao arco cosseno

f: R - R

nao é inversivel, pois ndo € injetiva.
X — y=f(x)=cos(x)

Parte 5 Célculo | -A- 54 Parte 5 Caélculo | -A- 55
A funcao arco cosseno A funcao arco cosseno
. o 1. 7_
F 10, W)l : E/ l’;(r;% — cos(x) € inversivel, pois é bijetiva. ol 1’“)1 : E?f]’H (x) = arccos(x) € sua funcao inversa.
y
I,3TT///2 2m :
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A fungao arco cosseno

=1 [-1,+1] — [0,7]

¢é sua fungao inversa.
x +— y=f"1(x)=arccos(x) ¢

2 0 4 T2 T‘T 3n/2 on

Parte 5 Célculo | -A- 58

) [Folha 74]
A fungao arco cosseno

Mostre que sen(arccos(x)) = V1 — x2, para x € (—1,+1).

Demonstracao.

[cos(arccos(x))]? + [sen(arccos(x))]? =1 = x2 + [sen(arccos(x))]? = 1
= [sen(arccos(x))]? =1 — x?
— \/lsen(arccos(x))? = v1 - x2
= |sen(arccos(x))| = V1i—x2
= sen(arccos(x)) = V1—x2,

pois se x € (—1,+1), entdo arccos(x) € (0, ) e, assim, sen(arcsen(x)) > 0. -

Parte 5 Caélculo | -A- 68

A funcao arco tangente

f: R—{n/2+k-m|keZ} — R

X — y=f(x)=tg(x) n&o é inversivel.

N
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A funcao arco tangente

f: (—n/2,47/2)

- R é inversivel, pois é bijetiva
x = y=f(x)=1tg(x) P I ’
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A fungao arco tangente A fungao arco tangente
1 R — (-n/2,+7/2) . . 1 R — (—7/2,+7/2) . <
X o y=f1(x) = arcig(x) € sua funcgdo inversa. X o y=f1(x) = arctg(x) é sua fungéo inversa.
B ¥ N ¥ /
S A Y S A R R ———— R
! ! 0 ! L x 0 x
32 m -2 0 2 m 312 -3m/2 - -2 0 2 ™ 3m/2
fffff SNl /< S NS T S i S —
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A funcao arco tangente
Mostre que sec?(arctg(x)) = 1 + x2, para x € R.
Demonstracao.
[cos(arctg(x))]? + [sen(arctg(x))]? = 1
U
[cos(arctg(x))]? + [sen(arctg(x))]? 1 ~ z
cos?(arctg(x)) "~ cos2(arctg(x)) Fu ngoes mOﬂOtOﬂ&S
I
1 + tg?(arctg(x)) = sec?(arctg(x))
!
1 4 x? = sec?(arctg(x))
I
sec®(arctg(x)) = 1 + x2.
[
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Funcéao crescente
Definicao

Dizemos que uma fungéo f: D — C é crescente em

FuncOes decrescente
Definicao

Dizemos que uma funcéo f: D — C é decrescente em

um subconjunto S de D se
f(X1) > f(XQ).

um subconjunto S de D se
VX1, €S, X1 <X = f(x1) < f(x2). VX1,X0 €S, X4 < Xo =
f(x1)
f(x2) —
Parte 5 Célculo | -A- 83 Parte 5 Caélculo | -A- 86
Funcdes mondtonas nao-decrescentes

Funcdes mondtonas nao-decrescentes
Definicao

Dizemos que uma fungdo f: D — C é monétona ndo-decrescente em

um subconjunto S de D se
VX1, €S, X1 <X = f(x1) < f(x). VX1,X20 €S, X4 < Xo =
Ay
f(x2)
fx) | | l
1 1
> ¢ ¢ >
X Xq Xo X
Parte 5 Calculo | -A- 89 Parte 5 Calculo | -A- 90

Definicao
Dizemos que uma fungdo f: D — C é monétona nao-decrescente em

um subconjunto S de D se
f(x1) < f(X2).




Funcdes mondtonas nao-crescentes
Definicao

Dizemos que uma fungéo f: D — C é mondtona nao-crescente em
um subconjunto S de D se

VX1, €S, X1 <Xo = f(x1) > f(x2).

Ay

~ _ [Folha 77]
Fungoes monotonas nao-crescentes

Definicao

Dizemos que uma fungéo f: D — C é monotona nao-crescente em
um subconjunto S de D se

Vxi, X2 €S, X1 <X = f(x1)>f(x2).

Ay

f(x1) \

f(x1)
f(x2) f(x2)
X1 X2 T X1 X2 T
Parte 5 Célculo | -A- 93 Parte 5 Caélculo | -A- 94
Observacdes Observacoes
> Existem fun¢des que ndo sdo monétonas. Por exemplo, a fungéo descrita
na figura abaixo nao € monétona no conjunto S = [—1,4]. Contudo, ela é

» Uma fungdo mondtona em um conjunto S é uma fungao que é crescente,
decrescente, monotona nao-decrescente ou monotona nao-crescente
neste conjunto.

» Note que toda funcdo crescente em um conjunto S também é monoétona
ndo-decrescente neste conjunto e que toda funcdo decrescente em um

conjunto S também é monotona ndo-crescente neste conjunto.

» Uma fungado é estritamente mon6tona em um conjunto S se ou ela é
crescente ou ela é decrescente neste conjunto.

Parte 5 Calculo | -A- 99

monétona em [—1,0], em [0, 1], em [1,3] e em [3, 4].

Ay

Parte 5 Caélculo | -A- 106




Exemplo

Mostre que a fungéo y = f(x) = x? é crescente no intervalo S = [0, +0).

Demonstragdo. Sejam xq,x2 € S = [0, +00), com X7 < Xo. Com estas condi¢des, vale
que xo >0e
Xo — x3 > 0.

Como x; > 0 e x» > 0, segue-se que
Xo + x3 > 0.

Como o produto de dois nUmeros reais positivos é ainda um numero real positivo, temos
que
(X2 — x1)(X2 + x1) > 0.

Sendo assim,
X5 —x2>0
e, consequentemente,
2 2
isto &, f(x2) > f(x1). Mostramos entéo que Vxi, X2 € S, Xy < X2 = f(x1) < f(x2). Logo, f
€ uma fungéo crescente em S. -
Parte 5 Calculo | -A- 120

Estudar o crescimento de fungdes pode ser dificil!

Em quais intervalos a funcado f abaixo é crescente?

f: R - R
2X
X2 +1

x — f(x)=

f é crescente nos intervalos

[Folha 78]

(700,1_7 W = (~00,0.402806113.. ] e {”7 \/r_(ln(z))z+oc> = [2.482583968.. . ., +00).

n(2)

Aprenderemos mais adiante novas ferramentas para se resolver

questdes deste tipo!

Parte 5 Caélculo | -A-
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Estudar o crescimento de fungdes pode ser dificil!

f: R - R
2)(

X f(x):x2Jr1

|
—
o
—
()
w
N
U‘|<>
o
~
©
XV
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Maximos e minimos de fungdes reais

Parte 5 Caélculo | -A-

128




Extremos globais
Definicao

Seja f: D — C uma fungao e seja A um subconjunto do dominio D.

(1) Dizemos que p € A é um ponto de maximo global (ou maximo
absoluto) de f em A se

f(p) = f(x),

Neste caso, f(p) € denominado de valor maximo da fungéo f em A.

Vx € A.

(2) Dizemos que p € Aé um ponto de minimo global (ou minimo absoluto)
de fem Ase

f(p) < f(x), Vx € A.
Neste caso, f(p) € denominado de valor minimo da fungéo f em A.

(3) Dizemos que p € A é um extremo global (ou extremo absoluto) de f
em A se p € um ponto de maximo global ou p € um ponto de minimo
global de f em A.

Parte 5 Célculo | -A-
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[Folha 79]

Extremos locais
Definicao
Seja f: D — C uma fungao e seja A um subconjunto do dominio D.

(1) Dizemos que p € A € um ponto de maximo local (ou maximo relativo)
de f em A se existe um intervalo aberto /,comp € /e

f(p) > f(x), V¥xelnA

(2) Dizemos que p € A € um ponto de minimo local (ou minimo relativo)
de f em A se existe um intervalo aberto /,comp e /e

f(p) < f(x), Vx e INA.

(3) Dizemos que p € A é um extremo local (ou extremo relativo) de fem A
se p é um ponto de maximo local ou p € um ponto de minimo local
de fem A.

Parte 5 Caélculo | -A-

136

Exemplo: y = f(x) =3x* —16x3 + 18x%, A= [-1,4]

O ponto de maximo globalde fem Aép= —1.

Ay

Parte 5 Calculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) =3x* —16x3 + 18 x2, A= [-1,4]

O ponto de minimo global de fem Aé p = 3.

Ay

Parte 5 Caélculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) =3x* —16x3 + 18x%, A= [-1,4]

Os pontos de maximo local de f em A que nédo sao globais sédo p = 1

Ay

Parte 5 Célculo | -A- 143

[Folha 80]
Exemplo: y = f(x) =3x* — 16 x3 +18x2, A=[-1,4]

Os pontos de maximo local de f em A que néo séo globaissdop=1e g=4.

Ay

Parte 5 Caélculo | -A- 144

Exemplo: y = f(x) =3x* —16x3 + 18x%, A= [-1,4]

O ponto de minimo local de f em A que ndo é global é p = 0.

Ay

Parte 5 Calculo | -A- 146

Exemplo: y = f(x) = x, A= (—1,+1)

A fungado f nao possui extremos locais nem extremos globais em A.

Parte 5 Caélculo | -A- 148




Calcular os extremos de uma funcéo pode ser dificil!

Quais sao os extremos da funcao f abaixo?

f: R - R
x = fX)=x*+x3+x2+x+1

15 — /(135 4+ 60 v/6)2 — 3 /135 + 60 /6

X = = —0.605829... é ponto de minimo global de f em R.

12¢/135+ 606

A funcao f ndo possui outros extremos globais em R.

Aprenderemos mais adiante novas ferramentas para se resolver
questdes deste tipo!

Parte 5 Célculo | -A- 153

[Folha 81]
Calcular os extremos de uma funcéo pode ser dificil!

R

f: R
X f(x) = x*+x3 + x% + x + 1

—
—

Ay
2 —
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Limites

[Folha 83]
Motivacao: o problema da tangente

Dada uma funcao f e um ponto P no seu grafico, ache uma equagéo
da reta que € tangente ao gréfico de f em P.

[, GeoGebra - problema-da-tangente-01.9gb i o [=] ]
Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda

/ . I>, @ _ﬁﬁv x, il Mover: Arrastar ou selecionar ;I

P - 2= objetos (Esc) o

3
f y Aymygrmeteocg)

A
Ll
e

a=2

7

P=(x;.5)
] ol X

2 4 6
™ Exibir estrutura

® Entrada: || I ﬂ o [ IComando ﬂ|

5 4

[}
qu

Parte 6 Célculo | -A- Parte 6 Caélculo | -A- 3

Motivacao: o problema da area Exemplo
Dada uma fungdo f, ache a area entre o grafico de f e um
intervalo [a, b] no eixo x.

[, GeoGebra - problema-da-area-01.0gb L =10l x| )

Arguivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda o X- — 1

GRS ENE B M=%

12 Objetos livres = y

SO fix) = x?

10 Objetos dependentes iR

n=0

® Entrada I I LI o ¥ IComando L”

Parte 6 Calculo | -A-

nao esta definidaemp =1,

mas o que acontece com o valor de q(x)
quando x esta préximode p =17

Parte 6 Caélculo | -A- 6




Exemplo
X2 — 1
a(x) =~ —
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
0.9999 1.9999
1.0000 nao esta definida
1.0001 2.0001
1.0010 2.0010
1.0100 2.0100
1.1000 2.1000
Parte 6 Célculo | -A- 16

[Folha 84]
Exemplo

x2-1  (x=1)-(x+1)
x—1 x—1

q(x) = =x+1, parax#1.

Se x esta cada vez mais proximo de p = 1,
entdo q(x) esta cada vez mais proximo de L = 2.

Notacao:
2
.oxc—1
lim =2.
x—1 X —1
Parte 6 Cdlculo | -A- 22

O que esta acontecendo geometricamente?

%, GeoGebra - limite-01.9gb B =[Ol x|
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A N ] | Mover. Arrastar ou selecionar ;\I
o /: L b’_v_ @7 ‘{.7 x_ —3 ‘%’7 objetos (Esc) #
2 Objetos livres 4! y
----- @)= -1 {x-1)
| Objetos dependentes fix) = 253764
g A
|
________ 1
1
|
Lo
i i
i i
| |
1 1
2 i i
- B
lim ——=2 i i
x—+1 % ' !
" | ix=153764 .
-2 il 0 | 2 3
® Entrada | I o = IComando L”
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Limites (de um ponto de vista informal)

Definicao
Se os valores de q(x) podem ser tomados tao préoximos quanto

quisermos do numero L, fazendo x suficientemente préximo
de p (mas nao igual a p), entdo escrevemos

lim g(x) = L,

X—p
o qual deve ser lido como

“o limite de q(x) quando x tende a p € igual a L".

Parte 6 Caélculo | -A- 24
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Exemplo Exemplo
() = ——
)= vx+1-1
q(x) X | | (%) |
= —— X q(x
VX1 -1
—0.1000 1.9486832. ..
néo esta definida em p = 0, — 0.0100 1.9949874...
—0.0010 1.9994998. ..
— 0.0001 1.9999499. ..
mas o que acontece com o valor de q(x) 0.0000 nao esta definida
quando x esta préximo de p = 07 0.0001 2.0000499...
0.0010 2.0004998. ..
0.0100 2.0049875. ..
0.1000 2.0488088...
Parte 6 Célculo | -A- 26 Parte 6 Caélculo | -A- 36
Exemplo Exemplo
im —— = lim(Vx+1+4+1)=2.
X X VX +1+1 x=0y/X+1—-1 x=0
X —_— = .
q( ) \/m _ 1 \/m o 1 \/m + 1 EGeuEebra-limite-OZ.g : . o 3|
Arquivo Editar Exibir Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda
A 5 3 o a2 Mover Arrastar ou selecionar
X-(«/X—i—'l—}—‘l) X-(w/X—l—‘I—i—'I) -t..v-/v/"?J b’v@a‘fw\v vivobjetOS(Esc) EI
= = = jelos livres Y
(Vx+1)2 = (1) X o otjnes dependonies
(9 39 f(x) % 258852
o T N
= VX+1+1, para x # 0.
im e |
Logo, Im ——=Im(Vx+1+1)=2. , ‘ 0  jxereme
x=0+v/X+1—-1 x—0 -3 -2 - 0 i 2 3
4 | wl
® FEnrada || I ﬂlE IComando L”
Parte 6 Célculo | -A- 42 Parte 6 Caélculo | -A- 43
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Cuidado! Cuidado!
™
q(x) = sen <—> Nao existe lim sen (z>!
x—0 X
’ X 7T/X ‘ q(X) Ehre- Opgoes Ferramentas Janela Ajuda ~ia
—1.0000 —TT 0 .A7 /{v /1/7 I>v @7 '{{.v Nv _a‘i7|i| OMbtJJ:ter Et\Er;e;?tarou selecionar EII
— 01 OOO —1 O T O Objetas hv_res X y
- 0.01 OO —1 OO =TT O J(;bf(eg:;;(:r;y;fegsj 1 f{x) 75 0.94882
~0.0010 ~1000 - 7 0 T .
—0.0001 —10000 - 7 0 | ﬂ
0.0000 n&o esta definida | ndo esta definida / e
0.0001 10000 - 7 0 / U U \/
0.0010 1000 - 7 0 T Ji.,
0.0100 100 - 7 0
0.1000 107 0 B —— |
1 0000 T 0 .@ Entrada I I ﬂlElComando L”
Parte 6 Célculo | -A- 56 Parte 6 Caélculo | -A- 57
Exercicio 1
i 2x°+5x -3 (y i 2(x—1/2)(x +3)
x—=1/22x2 —5x+ 2 x—1/22(x —1/2)(x — 2)
. X+3
= lim
;s x—1/2 X — 2
Exercicios
o 1/2+3 7
- o 1p2-2 T 3
(¥) pois 2x2+5x—-3=2(x—1/2)(x+3) e
2x2 —5x+2=2(x—1/2)(x - 2).
Parte 6 Calculo | -A- 58 Parte 6 Caélculo | -A- 63




Exercicio 2
i VXF2+V/x+6—-V6-2

x—0 X
1]

<\/x+2—\/§+\/x+6—\@>
X

lim

x—0 X

I

Vx+2-v2 \/x+2+ﬁJr
X VXF2+/2 X

I

lim (Vx+2)2 — (vV2)?
x-(Vx+2+V2)

VX+6-v6 Vx+6+16
VX+6++6

lim
x—0

(VXTB)2 - (VB
X-(VX16+v6)

x—0

. X X
x"ino(x.(\/m+\/§) +x~(\/x+6+\/é)>

)

Exercicio 2

Desta maneira,

[Folha 87]

im VX2 Vx+6-VE-v2 ”m( X N X >
X0 X =0\X - (VXF+2+V2)  x-(Vx+6+V6)
= Iim< ! + 1 )
>0\VX+2+V2  Vx+6+V6
1 1 V6 +v2

2\/é+2f6 43
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Limites laterais
f(x) = x| [ +1, sex >0,
X -1, sex <0.
&, GeoGebra - limite-04.9gb o [=] 5
Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda
. oflll .- Mover: Arrastar ou selecionar )
'Av ’/{v /‘7 I>'v G).-; 'f{'a xv 4'5.-, %‘v objetos (Esc) é
1= Objetos livres % y
] ] 5 @ f(x)=abs(x)x .
LI m Ites |ate ral S I Objetos dependentes fx)=1
‘ !
i
i
. Ix=136673
-2 = 0 I 3
® Entrada: || I ﬂ o [ IComando ﬂ|
Parte 6 Calculo | -A- 73 Parte 6 Caélculo | -A- 76




Limites laterais

Limites laterais

[Folha 88]

- . . |x : - . |x . x
N&o existe lim u . mas existem os limites laterais |lim u =+1e lim u =-—1.
x—0 X x—0+ x—0— X
[®,GeoGebra - limite-04.99b =10l x] &, GeoGebra - limite-04.9gb =lof x|
Arguivo  Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda
DEREcRNER EEEgRNER . ¢
9 Objetos livres x y 53 Objetos livres X y
@ fix) = abs(x)/ x S | @ f(x)=abs(x)x .
| Objetos dependentes fx)=1 I Objetos dependentes fx)=1
1 < 1 *
i ix=136673 . . ix=136673 .
2 ] 0 2 2 E 0 i 2
@ Entrada || I L”EHComando L” ® Entrade: || I L”E”Comando... L”
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Limite lateral a direita (de um ponto de vista informal) Limite lateral a esquerda (de um ponto de vista informal)
Definicao Definicao
Se pudermos tornar os valores de f(x) tdo proximos quanto Se pudermos tornar os valores de f(x) tdo proximos quanto
quisermos de um numero L, fazendo x suficientemente préximo quisermos de um numero L, fazendo x suficientemente préximo
de p (porém maior do que p), entdo escreveremos de p (porém menor do que p), entdo escreveremos
lim f(x) =L, lim f(x) =L,
X—pt X—p~
o qual deve ser lido o qual deve ser lido
“o limite de f(x) quando x tente a p pela direita é igual a L”. “o limite de f(x) quando x tente a p pela esquerda é igual a L".
Calculo | -A- 79 Parte 6 Caélculo | -A- 80
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Relacao entre limites laterais e bilaterais Exemplo
Proposicao
)I(ﬁnp f(x)=1L
I
. . -1 3 4 5
lim f(x)=L e lim f(x)=L.
X—pt X—p~
-1
lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x) n&o existe.
X—2+ X—2~ X—2
Parte 6 Calculo | -A- 81 Parte 6 Calculo | -A- 85
Exemplo Exemplo
-1 3 4 5 -1 3 4 5
-1 -1
lim f(x) =3, lim f(x)=1, lim f(x) n&o existe. lim f(x) =3, lim f(x)=1, lim f(x) n&o existe.
x—2+ X—2~ X—2 Xx—2+ X—2~ X—2
Parte 6 Calculo | -A- 89 Parte 6 Calculo | -A- 93
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Exemplo Exemplo
3 3f----------- °
2F-mmmmmm o : 2F === mmmmm :
1 | 1 |
0 | 0 |
1 0 1 2 4 5 1 0 1 2 3 4 5
-1 -1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x) = 2. lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x) = 2.
xl>2+ (*) ’ xl>2— (x) ’ xl—>2 (x) xl>2+ (x) ’ xl>2— (*) ’ x|—>2 (x)
Parte 6 Calculo | -A- 97 Parte 6 Célculo | -A- 101
Exemplo Exemplo
YA
4 4
3
) 5
, |
: s
1 0 1 2 4 5 I I I I I >
\ Of 1 2 3 4 5 X
-1
lim f(x) =2, lim f(x) =2, lim f(x) = 2. lim g(x) =3, lim g(x) =1, lim g(x) néo existe.
x—2+ X—2~ X—2 X—2~ x—2+ X—2
Parte 6 Calculo | -A- 105 Parte 6 Célculo | -A- 109
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Exemplo Novo exercicio!

V4

4 Como x?2 —5x + 4 = (x — 1)(x — 4), segue-se que
: x> -5x+4  (x—1)(x—4)
Y=g Uit T Ul R P TR

. | . . | _ Assim, precisamos estudar os limites laterais
Of 1 2 3 4 5 X (=) (x—4)  (x—1)(x—4)
lim e lim .
X—1+ |X—1| X—1— |X—1|
i =2 i =2 li =2.
erg— g(X) ’ x|—>rT51Jr g(x) ’ x[)ns g(X)
Parte 6 Célculo | -A- 113 Parte 6 Caélculo | -A- 116
Novo exercicio! Novo exercicio!
Agora, Como
o (x=Nx=4) . x-1)Kx-4) .  (x—=1)(x—4) _ (x=1)(x—4)
| = | =1 —4)=— = — =
an11+ |x — 1] XL>1+ X —1 an;]Jr(X ) 3 X“jﬁh |x — 1| 3#+3 X|l>I’T117 |x — 1| ’
e
segue-se que
2
: (X — 1)(X — 4) T (X — 1)(X — 4) T o - _ nao existe lim wl
MR ST ey T e =e 1 X1
Parte 6 Calculo | -A- 123 Parte 6 Caélculo | -A- 125
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Propriedades de limites

Proposicao

Suponha que existam os limites )!inp f(x) e )!anp g9(x). Entéo:

(1) O limite de uma soma é a soma dos limites:
Propriedades de limites A+ g(x)) = Jim, fx) + i, g(x)-
(2) O limite de uma diferenga é a diferenga dos limites:

lim (F(x) = g(x)) = fim f(x) — lim g(x).
(3) O limite de um produto é o produto dos limites:

im ((x) - () = Jim £(x) - lim g(x)

X—p

Parte 6 Célculo | -A- 126 Parte 6 Caélculo | -A- 127
Propriedades de limites Propriedades de limites
s Corolario
Proposicao
Suponha que exista o limite )!ian f(x). Entao, para todo numero
(4) O limite de um quociente é o quociente dos limites, desde inteiro n > 0, vale que
que o limite do denominador seja diferente de zero: .
; Iimfx”:[limfx].
iy 100 _ AT 100 S A

b g(x) ~ im g(x)’

Demonstracéo:
(5) O limite de uma c_on.stante vezes uma funcédo € igual a lim [F0]" = lim (F(x) - f(x) - £(x)) (por (3))
constante vezes o limite da fungéo: X=p X=+p
lim (c- f(x)) = ¢ - lim f(x). = <x'ﬂ‘pf(x)) | <X'£“pf(x)>"'<x"L“pf(X)>
X—p X—p n
= LI(ian f(x)] .

Parte 6 Calculo | -A- 128 Parte 6 Célculo | -A- 130




Propriedades de limites

Os resultados anteriores
continuam validos para limites laterais!

Parte 6 Célculo | -A-

Exemplo

lim (2x% — 3 x + 4)
X—5

lim (2x2) — lim (3 x) + lim 4

X—5 X—5 X—5

2 lim x* — 3 lim x + lim 4
5 X—5 Xx—5

2(52-3(5)+4

[Folha 93]

136

Exemplo

lim (x® +2x2 -1

i xX¥t2x? -1 Jm,(x” +2x )

x—»-2 5—-3x lim (5 —3x)
X——2

lim x3+2 lim x2
X——2 X——2 X——2

— lim 1

lim 5—3 lim x
X——2 X——2

(—2)% +2(-2)% - 1

B T
n A

5-3(-2)

Parte 6 Calculo | -A-

Exemplo

x

Jm_ [f(x) +5g(x)] = lim_f(x)+5 lim_g(x)=1+5(-1)=—4.

144




Exemplo

lim [f(x) - g(x)] ndo existe!

x—1

Exemplo

[Folha 94]

poislim [f(x) -g(x)] = lim f(x)- lm g(x) = (2)(~2) = 4 # —2 = (2)(~1) = lim [f(x)- g(x)}

x—1-

Parte 6 Célculo | -A- 146 Parte 6 Célculo | -A- 153
Exemplo
y
® f
0 / O teorema do confronto
tim9(0/10) = (im0 ) / (fm #06) ) = 0/2 0.
Parte 6 Célculo | -A- 156 Parte 6 Célculo | -A- 157




O teorema do confronto
Teorema
Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo de p (exceto possivelmente em p) e
XIian f(x)=L= x“mp h(x),

entao
Jim g(x)i= L.

y

\ h
g

L—>~——= T

|

|

|
| /
0 p X

Este teorema também é conhecido como o teorema do sanduiche.

Parte 6 Célculo | -A-

159

[Folha 95]
Exemplo

Mostre que lim {xz sen (%)] =0.

x—0

Solucé@o. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, para todo
x # 0,

—x? < x%sen (l) < +x2

~ ———— =~

f(x) 9(x) h(x)

Como limy_,o(—x?) = 0 = lim,_,o(+x?), segue-se pelo teorema do confronto

que
lim [xz sen <1>} =0.
x—0 X

Parte 6 Caélculo | -A- 166

Exemplo

2 1
y=x sen[ ;]

Parte 6 Calculo | -A-

167

Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

imf(x)=L e lim h(x)= M,

X—p X—p
entao
lim g(x) existe.
lim g(x)
Falso!
Vx #0, —1 gsen<1)§+1 , lim f(x) =L =—1, lim h(x) =M = +1,
X x—0 x—0
~ —— =~
f(x) 9(x) h(x)
. . 1 -
mas lim g(x) = lim sen | — | nao existe!
x—0 x—0 X

Parte 6 Caélculo | -A- 173




Verdadeiro ou falso?

y=h(x)=+1

1
y=g(x)=sen [ M ]

y=f(x)=-1

Parte 6 Célculo | -A- 174

[Folha 96]

O teorema do anulamento

Parte 6 Caélculo | -A- 175

Funcoes limitadas

Definicao

Dizemos que uma fungédo y = f(x) é limitada em um conjunto
D se existe uma constante M > 0 tal que, para todo x € D,

~M < f(x) < +M.

Parte 6 Calculo | -A- 176

Exemplo

y = sen(x) é limitadaem D = R.

y=sen(x)

0 X

Parte 6 Caélculo | -A- 177




[Folha 97]

Exemplo Exemplo
y = arctg(x) é limitada em D = R. y = x? n&o é limitada em D = R.
y y
2
y=arctg(x) y=x2
1
0 X X
4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
-1
2
Parte 6 Célculo | -A- 178 Parte 6 Caélculo | -A- 179
Exemplo Exemplo

Mas y = x2 & limitada em D = [-1, +1].

Parte 6 Calculo | -A- 180

y =|x|/x é limitadaem D = R.

Parte 6

Calculo | -A- 181




O teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fun¢do limitada em torno de um ponto p e
limyx—p g(x) = 0, entéo

im ((x) - 9(x)) = 0.

Parte 6 Célculo | -A- 182

[Folha 98]
Exemplo

Mostre que lim {xz sen <1>} =0.
x—0 X

Solugéo.

» Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, y = f(x) =
sen(1/x) é uma fungao limitada em D =R — {0}.

» Se y = g(x) = x?, ent&o lim,_,g g(x) = lim,_,o x> = 0.

» Segue-se entdo pelo teorema do anulamento que
. 5 1
=Ilim [x“sen{ — )| =0.
x—0 X

Parte 6 Caélculo | -A- 188

Im () () = fim [sen (1 )

Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) € uma fungéo qualquer e limy_,, g(x) = 0, ento

fim (£(x) - 9(x)) = 0.

Falso!

Tome f(x) = % e gx)=x. Note que I)!n_)w g(x) =0,

. 1 .
mas )I(To(f(x) -g(x)) = )lanO X X= )I(|Ln01 =1#0.

Parte 6 Calculo | -A- 191

Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma fung&o qualquer e limy_,, g(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) existe.

X—p
Falso!
X B o
Tome f(x) = e © a(x) = x. Note que I)lm g(x) =0,
mas lim (f(x) - g(x)) = lim X -x = lim X nao existe.
x—0 x—0 X2 x—0 X

Parte 6 Caélculo | -A- 194




Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limyx—p g(x) existe, entdo

)!anp(f(x) - g(x)) também existe.

Falso!
Tome f(x) = lix‘ e gx)=1. Note que f é limitada e I)!m a(x) =1,
mas lim (f(x) - g(x)) = lim X -1 =lim X nao existe.
x—0 x—0 X x—0 X
Parte 6 Calculo | -A- 197

) [Folha 99]
Demonstracao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,, f(x) = 0.

Parte 6 Caélculo | -A- 198

Demonstracao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,, f(x) = 0.

Demonstragédo. Ja sabemos que

=] < £(x) < [f(x)|

para todo x no dominio de f. Por hipétese, limy_,p|f(x)] = 0 e,
consequentemente, limy_,,(—|f(x)|) = 0. Usando o teorema do
confronto com g(x) = —|f(x)| e h(x) = +|f(x)|, concluimos que

)![Pp f(x) =0.

Parte 6 Calculo | -A- 202

Demonstracao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungdo limitada em torno de um ponto p e

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracéo. Pelo lema anterior, basta mostrar que
lim [£(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f é uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que

0=0-[g(x)[ <[f(x)- 190 < M- |g(x)]

Como limy_,,0 = 0 e limy_,p(M - [g(x)|) = O (pois, por hipétese, limy_,p g(x) = 0). Usando
o teorema do confronto, concluimos entdo que
Jim (1)1 - 190C)I) = Jim [£(x) - g(x)| = 0.

Parte 6 Caélculo | -A- 213
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b) Limm ta +Vx¥e ~Ve-Va L
x-F0_ X o)L - s
e 6

Problemas de organizacao e

erros frequentes

Problemas de organizagao e erros frequentes

Coloule e |imites

ad Jim Lebw-3 - - "
= h si-Bxez
4 (]
gaenag vp  xe-bt RGPt
-t O \*- ra

)

Ve @V
RS Notagdo?

Parte 7

-}

=

Calculo | -A-

| 1 |
- - '-T:I £ = o )
ol e
Pl L
= T "'rf'sc-_’!.\l.f'k-‘?.'l
Le Iy st ol Va3
- +£\ bt

7 ¥,
’,]J..l"ﬂ'. | ¥4 I.-'j S por

g A (%-2)
=

_ L (v3) % 7
2 ) -2) Ninka]
."11‘\.: '

Parte 7

-}

Calculo | -A-

[Folha 101]




Problemas de organizacao e erros frequentes
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Problemas de organizagao e erros frequentes

W
A o fs\=%) (-5

Problemas de organizacao e erros frequentes

: G & %
& el‘\." B g “:."I . S | L {574 LN A "r"\lnl'%:' =]
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PRl Y3 S« = wos - —': - T =%y
TR Tt i |
- -
v ol estac aquil
= 3 %
a " et — - —

m] = =

Parte 7 Calculo | -A-

Problemas de organizagao e erros frequentes

W
A o fs\=%) (-5

e Do 4 o= 4 -f"T $la)n
Avd R o .. depr j& Acag s 24
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Problemas de organizacao e erros frequentes
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Problemas de organizagao e erros frequentes
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Os teoremas do confronto e do
anulamento

Parte 7 Calculo | -A- 19

O teorema do confronto
Teorema

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto possivelmente em p) e

lim £(x) = L= fim h(x).

X—p

entao
i o) = &

Parte 7 Caélculo | -A- 20




O teorema do confronto
Teorema
Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo de p (exceto possivelmente em p) e
XIian f(x)=L= XIian h(x),
entao

lim g(x) = L.

X—p

[Folha 104]
Exemplo

’
Mostre que lim {xz sen <—)} = 0.
x—0 X

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, para todo
X # 0,

y —x? < x%sen <l> < +x?
\ h ~ ——L ~~
g f(x) 9(x) h(x)
Lrs=—== ] Como limy_,o(—x?) = 0 = lim,_,o(+x?), segue-se pelo teorema do confronto
| que
| 1
| ! lim [xz sen <>} =0.
0 P X x—0 X
Este teorema também é conhecido como o teorema do sanduiche.
Parte 7 Calculo | -A- 21 Parte 7 Cdlculo | -A- 23
O teorema do anulamento Exemplo
. 5 1
Mostre que lim |x“sen( — )| =0.
Xx—0 X
Teorema
Solucéo.

Se y = f(x) é uma funcéo limitada em torno de um ponto p e
limyx—p g(x) = 0, entéo

im ((x) - 9(x)) = 0.

Parte 7 Calculo | -A- 24

» Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, y = f(x) =
sen(1/x) é uma funcao limitadaem D =R — {0}.

» Se y = g(x) = x?, entdo limy_,0 g(x) = lim,_,o x> = 0.
» Segue-se entdo pelo teorema do anulamento que

(f(x) - 9(x)) = lim {sen <)1(> XZ] = lim

0 x—0

(1) -0

Parte 7 Caélculo | -A- 26

lim
x—0




Exercicio [35] da pagina 110 do livro do Stewart
Estude )I(iLnO {x“ cos (%)}

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < cos(2/x) < +1. Logo, multipli-
cando estas desigualdades por x* para x # 0, vemos que

2
—x* < x* cos <x) < 4x*

Como limy_,o(—x*) = 0 = lim,_,o(+x*), segue-se pelo teorema do confronto

que
lim [x”' cos <2>] =0.
x—0 X

[Folha 105]
Exercicio [36] da pagina 110 do livro do Stewart

Estude lim [\/} 236”(”/’()] .

x—0+*

Solugéo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(w/x) < +1. Logo, exponen-
ciando, vemos que
271 < zsen(rr/x) < 2+1.

Isto mostra que y = f(x) = 2%¢"("/¥) é uma fungao limitada. Agora, como
limy_,o0+ v/ X = 0, segue-se pelo teorema do anulamento que

lim [\/Ezsen(ﬂ/xq —0.
x—0t

Parte 7 Célculo | -A- 32 Parte 7 Caélculo | -A- 38
Exemplo
1
| X | f(x) |
—0.1000 100
_— T , .. —0.0100 10000
Limites infinitos e assintotas verticais —5.0070 1500000
—0.0001 100000000
0.0000 nao esta definida
0.0001 100000000
0.0010 1000000
0.0100 10000
0.1000 100
Parte 7 Calculo | -A- 39 Parte 7 Caélculo | -A- 49




Exemplo

1
lim V) = +00.
x—0 X

%, GeoGebra - limite-infinito-01.qgh
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

=lolx|

A . » oflll .. Mover: Arrastar ou selecionar _I
L /{v L I>v ®7 '{{'v xv - '%’v objetos (Esc) ﬁl
2 Objetos livres X ¥
@) =11%*

I Objetos dependentes

f(x) % 076353

[Folha 106]

Limite infinito (de um ponto de vista informal)

Definicao

Seja f uma fungao definida em ambos os lados de p, exceto
possivelmente em p. Dizemos que

lim f(x) = +o0

X—p
se podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente
grandes (tdo grandes quanto quisermos) por meio de uma
escolha adequada de x nas proximidades de p, mas nao igual
ap.

1 ’ D_ _______________ %_ Ax=1 14443
®@ Entrada: I I L”E”Comando L”
Parte 7 Calculo | -A- 50 Parte 7 Cdlculo | -A- 51
Exemplo Limite infinito (de um ponto de vista informal)
1
lim —5 = —0o0
x—0 X
%, GeoGebra - limite-infinito-02.qgh =lo] ] DEﬁ n i 950
Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda ., - L.
AR ‘ Mo ENE B J Mover Arrastar ou sslscionar j Seja f uma fungdo definida em ambos os lados de p, exceto
° A1 | ° =1 i q .
el Ll il e - possivelmente em p. Dizemos que
2 Objetos livres y
..... 9 fg=-11% . 0 %= 066023 ¢
Obj d d .
I Objetos dependentes Ilm f(X) — e
X—p
se podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente
e grandes, porém negativos, escolhendo-se valores de x
proximos de p, porém diferentes do préprio p.
-20
@ Entrada: I I L”E”Comando L”
Parte 7 Calculo | -A- 52 Parte 7 Calculo | -A- 53




Limites laterais infinitos

Definigcbes analogas podem ser dadas no caso de limites laterais:

Exemplo

. 1 , 1
lim = 400 e lim = —o0.
x—3+ X — 3 x—3- X —3
7 GeoGebra - limite-infinito-03.9gb =1l x|

Arguiva Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A
L]
X

a=2
|

A
/7

. Mover: Arrastar ou selecionar _[
] > © '&'v X *Pv objetos (Esc) 2

o 9 e
| Objetos livres %
L) =11(x-3)

[Folha 107]

lim f(X) — +OO, lim f(X) = —00, 5 Objstos dependsntes
x—pt X—pt
lim f(x) = +oo, lim f(x) = —co. i
X—p~ X—p~
® Ertrada I I L”E”Comando L”
Parte 7 Célculo | -A- 54 Parte 7 Célculo | -A- 55
Assintota vertical Exemplo
As assintotas verticais de y = tg(x) séo
X=+47/2,Xx=—-m/2,x =437/2, x = -3 7/2, etc.
Defi n igéo %, GeoGebra - limite-infinito-04.ggb ol x|
Arguivo  Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda
A reta x = p é uma assintota vertical do grafico de y = f(x) se DEREoRENER
pelo menos uma das seguintes condi¢des estiver satisfeita: Bobjowsivies . *| | ! " 5 !
@ fix) = tanix) | | | |
i . = Obje,:os d:r;)exndentes i i i i
lim f(x) = +oo0, lim f(x) = —o0, i i : i
x-pt x—p* 1 e 1
, , | A P
lim f(x) = +o0, lim f(x) = —oc. E e Yl
X—p~ X—p~ : : : ]
® Entrada || I ﬂIEIComando L”
Parte 7 Calculo | -A- 56 Parte 7 Célculo | -A- 57




Exemplo

A assintota vertical de y = In(x) € a reta
x =0 (o eixo y).

% Geotebra - limite-infinito-05.0b =[Ol |

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda

A L » offf . - Mover: Arrastar ou selecionar =)
S ’/{v /":J I>'v G).-; 'ﬁ{'v N — %‘v objetos (Esc) I d
1= Objetos livres =

...... 9 fx) = I

I Objetos dependentes

[Folha 108]
Exercicio [27] da pagina 101 do livro do Stewart

Determine o limite infinito lim Sec X.
X—(—7/2)t

Solugéo. Temos que se x — (—m/2)", entdo cos(x) — 0T e, conseqliente-
mente, sec(x) = 1/cos(x) — +oco. Assim:

sec(x) = +oc.
x—(—7/2)*
® Entrada: || I ﬂIEIComando ﬂ|
Parte 7 Calculo | -A- 58 Parte 7 Cdlculo | -A- 62
Exercicio [27] da pagina 101 do livro do Stewart Exercicio
i i . ) - 1
! ! Determine as assintotas verticais de f(x) = IR
g{x) = sec(x) .
Solugdo. Se p # +1e p # —1, entdo limy_, f(x) = f(p) = 1/(p?—1) que ndo
f(x)=cos(x) / € +0o e nem —oo. Assim, qualquer reta da forma x = pcom p ¢ {—1,+1}
' ' nao é uma assintota vertical de f. Agora
P B
pois se x — +11, entdo x2 — 1 — 0% e, sendo assim, 1/(x? — 1) — +oc. Isto
mostra que x = +1 é uma assintota vertical de f.
Parte 7 Calculo | -A- 63 Parte 7 Calculo | -A- 74
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Exercicio Exemplo

Para p = —1, temos que
1 1 f

im ———=-0
x——1+ X2 — 1 ’

pois se x — —17, entdo x2 —1 — 0~ e, sendo assim, 1/(x> — 1) — —oo. Isto
mostra que x = —1 também é uma assintota vertical de f.

Observacao. Nao é necessario calcular o outro limite lateral para mostrar
que x = —1 é uma assintota vertical. Contudo, para registro, temos que

1
im ——— =+
x——1- X2 — 1 too,

pois se x — —17, entdo x> — 1 — 0% e, sendo assim, 1/(x?> — 1) — 4oc.

lim [9(x)/f(x)] = (Xing()()) / (Xm f(x)) —0/2=0.

X—+2

Parte 7 Célculo | -A- 84 Parte 7 Caélculo | -A- 87

Exemplo Exemplo

y

I
2T~

— oo pois, quando x — +27, g(x) — 0™ e f(x) — +2%.

>

X_IET2+[f(x)/g(x)] = + oo pois, quando x — +2%, g(x) — 0T e f(x) — +27. Xszi[f(x)/g(x)]

Parte 7 Calculo | -A- 92 Parte 7 Caélculo | -A- 97




Exemplo

lim_[f(x)/g(x)]

X—+2

Parte 7

nao existe,

nao é +oo

e

nem é —oc!

Célculo | -A-

101
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Exemplo
x2 — 1
f =
(x) X2 41
Limites no infinito e assintotas
hori tai | ox] f(x) ] x] f(x) |
orizontals 71 0.000000000... ~10.000000000. ..
+10 | 0.980198019. .. — 10| 0.980198019...
+ 100 | 0.999800020... — 100 | 0.999800020. ..
+ 1000 | 0.999998000... — 1000 | 0.999998000...
Parte 8 Célculo | -A- 2 Parte 8 Célculo | -A- 13
Exemplo Exemplo
im x2—-1 1- o im x2—-1 1- Como justificar que lim Xz —1 172
x——00o X2 +1 X —X2 1 . x—+4o00 X2 + 1
% GeoGebra - limite-no-infinito-01.ggb o [=] 5
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda : SOlUgéO. Temos que
V .A7 /{v /_/7 bv @7 '{{.7 \,v —3-37|i| ?;:;rs Et\Er;eS:tar ou selecionar E‘I X2 A 1
._Eigb;(es)i“(lze.s1)1(xz+' ’ lim X1 — lim X — lim " X2
I3 Objetos dependentes X400 X2 + 1 X400 X2 + 1 X oo 1 .
L 2 e

X
D g I =1
)<—h>mOOx2 1 ! X‘;mooxzﬂ
R
® Entrada I I ﬂ o | IComando L”
Parte 8 Calculo | -A- 14

Agora, como x — +oo, segue-se que 1/x2 — 0F. Portanto, 1 —1/x®> - 1~ e
14 1/x? — 1*. Conseqiientemente,

1
2 1——
. _1 . X2 o _
lim — =i =1
x—+00 X2 +1  x—+o0o 1 1
X2
Parte 8 Calculo | -A-

25




Limite no infinito (de um ponto de vista informal)

Definicao
Seja f uma funcdo definida em algum intervalo da forma
la, +oo[. Dizemos que

lim f(x)=1L

X——+00

se podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente
proximos do numero L tomando-se x suficientemente grande.

Parte 8 Célculo | -A- 26

[Folha 113]
Limite no infinito (de um ponto de vista informal)

Definicao
Seja f uma fungdo definida em algum intervalo da forma
| — o0, a[. Dizemos que

lim f(x) =L

X——00

se podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente
proximos do numero L tomando-se x suficientemente grande
em valor absoluto, mas negativo.

Parte 8 Caélculo | -A- 27

Assintota horizontal

Definicao
A reta y = L é uma assintota horizontal do gréafico de y = f(x)
se pelo menos uma das seguintes condigdes estiver satisfeita:

lim f(x) =L,

X—4-00 Xﬂrpoo f(X) - L

Parte 8 Calculo | -A- 28

T . . . . . ™=
¥ = ++ € uma assintota horizontal de y = arctan(x), pois lim arctan(x) =+~ .
2 X—+00 2
%, GeoGebra - limite-no-infinito-02.qgb o =] 55
Arguiva Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
A 5 ] 3 | Mover: Arrastar ou selecionar -
.m bR /v — I>v ®7 4‘7 \ = ﬂ objetos (Esc) &
= Objetos livres ¥ y
R 2 4Tt 1= [ A | S L o S
10 Objetos dependentes f(x) BitT551
™+ Wi
lim arctan(x):—E |
x—-00 !
|
I
| x=185118
-
lim arctan(x)ﬂ;
¥—++00
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, g o]
® Enrada I I LI o 58 IComando L”
Parte 8 Caélculo | -A- 29




[Folha 114]

Exemplo Exemplo
T . . . . T+ 3 2 2 1 2
y=—5euma assintota horizontal de y = arctan(x), pois Xﬂm arctan(x) = 5 - 5 X® =X — 3
— 00 B -
lim 3);_—)(_2 - lim 2X—2 — lim X X2
%, GeoGebra - limite-no-infinito-02.0gb =10l x| X—+00 5X + 4X + 1 X—+00 5 X + 4X + 1 X—r+00 5 + ﬂ + l
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda X2 X X2
A . . offf .. Mover: Arrastar ou selecionar _I
A B O L] N =) ] ctjees e 2
\:’_;'JObJetos livres % y 3 — 0 — 0 3 -
WA= atanit): 00 bensoememmmsoeresmmmeee s A L = —_ = =
12 Objetos dependentes f(x) BTTES 1 5 + 0 + 0 5
T+ W
lim arctan(x):—g ! ..
e | Note que, para x suficientemente grande,
i i x=185118 ’ 1 5 4 ]
3——-—-—5<3 e S+—+—45>5,
X X X X
lim arctan(x)=+—
L logo
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ) S g 1. 2
2 3
X X <z
® Entrada I I ﬂ o | IComando L” 1 5
- 5 + -+ F
Parte 8 Célculo | -A- 30 Parte 8 Caélculo | -A- 36
Exemplo Exemplo
i \/ x2 —
— 3 & uma assintota horizontal de y = 8x2—x—2 ois lim Sx*-x-2 & 1) pols e para - 0
=5 V= sxerax 1P s rax 1 5
% GeoGebra - limite-no-infinito-03.09b P[] . 2X 2 —+ 1
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Il A . - =
A / a‘ b‘ @ ] | Mover: Arrastar ou selecionar _I X=r+00 3X - 5
o L L] | '{{.7 \, — | ohjetos (Ese) &
12 Objetos livres y 1
@) =(3x-x-2) f(x) R4 041769
1= Objetos dependentes e (%) x\/2+ p X
B X=365589 g = im —V—2— = lim
x—+o00 33X —05 Xx—400 3X—5
X
o
2 1 +
o B 3 e g i T2 V2
x—+-CO5 et O xJTOOSXzM,(H_E - X—I)Too 3 5 - 3 :
X
‘ _»| ) V2, ) _ 2x%+1
® Enrada || E ][ =] [comando ~] Logo, y = 5 éuma assintota horizontal de y = f(x) = 35
Parte 8 Calculo | -A- 37 Parte 8 Caélculo | -A- 46




Exemplo

x——c 3X—5

Logo, y = —@ € uma assintota horizontal de y = f(x

V2 x2 +1

—

NG

(x) pois Vx2 = —xparax <0.

1

1
—XM2+F

[Folha 115]

Exemplo

ex<O0

2 ! 2 !
Ve -ve e _V2
3

ex<0 < 5 3

3-2 3-2>
X X

& ”2+12<\f2<3_5> ex<0
X 3 X
2
& 2+l<g 3—§ ex<O0
x2 9 X

9(2x2+1) 2(3x-5)?
2 < 2
X X

ex<0
o 18x2+9<18x2-60x+50ex <0

41
& X< —e x<0 & x<0.

3 60
Parte 8 Parte 8 Célculo | -A- 63
Exemplo Exemplo
— \/é — \/é A T t t h i t H d — . . Ve . . o
Y=g 8y =15 saoasassiniolas horizontals de y = Determine, caso existam, as assintotas horizontais do gréfico da

%, GeoGebra - limite-no-infinito-04.0gb

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A
L]
.|

v

az2

3

O]

i

b

i

£~

Mover: Arrastar ou selecionar

=

2 Objetos livres

]

@ f(x) = sqrt(2 x>+ 1)
I Objetos dependentes

® Entrada I

|° ﬂ o | IComando

Parte 8

fungéo y = f(x) = w.

Solugéo. Podemos usar o Teorema do Anulamento mesmo para limites no
infinito: como y = sen(x) é uma fungdo limitada (pois —1 < sen(x) < +1
para todo x € R e limy_, 1~ (1/x) = 0, segue-se que

lim sen(x) = lim [sen(x) : 1} =0.
X——+00 X X—r+00 X

Como f é uma fungéo par, segue-se que limy_,_ f(x) = 0. Assim, y =0
€ a Unica assintota horizontal do grafico de f. Observe que o grafico de f e
a assintota y = 0 se interceptam um numero infinito de vezes.

Parte 8 Caélculo | -A- 71
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Exemplo Exemplo
. . . sen(x) .
A assintota horizontal y = 0 e o grafico de f(x) = L se interceptam
infinitas vezes! Calcule lim (\/ X2 +1— X).
X——+00
YA
Solugao. Temos que
flw) = sen(z)
& 2
. . Vxe+14x
lim (Vx2+1-x) = Im (VxX2+1—-Xx) ———
X—+00 X—~+00 VX2 +1+x
- 2 2
30 20 Yo~ 20 E _ lim (X + 1) — X — lim 1
X=400 \/x2 +1 + x X—=+00 \/x2 +1 + x
0.54 _ 0+.
1
Parte 8 Célculo | -A- 72 Parte 8 Caélculo | -A- 78
Exemplo Exemplo
y = 0 é assintota horizontal de y = v/x2 + 1 — x.
& GeaGebra - limite-no-infinito-05.0gb. =l
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda . 2
_ : Encontre lim (x“ — x)
. oflf ... Mover: Arrastar ou selecionar 3 "
A B O L] N =) ) ctjees € EII X—to0

12 Objetos livres ul y
@ f(x) = sqrt(x+ 1) - ¥
I Objetos dependentes

Solugao. Temos que

lim (x> —x) = lim x-(x—1)= +o0,
X—+o00 X—400

pois X — +oo e x — 1 — 4oo.

i ] B s x=744444 10
® Entrada || I ﬂ o |5 IComando ﬂ|

Parte 8 Calculo | -A- 79 Parte 8 Caélculo | -A- 84




Exemplo

2
. X<+ X

Encontre |im .
x—+o00 3 — X

Solugao. Temos que

X2+ x
X2 x X X+
lim = lim = lim = —00,
X—+o00 3 — X X—>—4-00 —X X—r+00 1
X X
pois x +1 — +oo e 3/x —1 — —1 quando x — +oo.
Parte 8 Calculo | -A- 90

Problemas de organizacgao e
erros frequentes

Parte 8 Caélculo | -A-

[Folha 117]

91

Problemas de organizacao e erros frequentes

= = [ - =

P Ix%x -3 =
1D Sy by 4 o 7

Parte 8 Calculo | -A- 95
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Limites fundamentais

Um limite trigonométrico fundamental

Teorema

Se x é medido em radianos, entdo

[Folha 119]

. sen(x
lim A = 1.
x—0 X
Parte 9 Célculo | -A- 2 Parte 9 Caélculo | -A- 3
Um limite trigonométrico fundamental Exemplo
Eﬁenﬁebra - limite-fundamental-01.ggb ;lglﬂ
Arquiva Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A : 3 N 2 Mover. Arrastar ou selecionar )
° /'; ,L? b‘v @v 'C{.v N 7 '-I_'v objetos (Esc) (o4
¥
1 Area(AOAP) < Area(Setor OAP) < Area(AOAQ)
Q . tgx . sen x 1 . senx , 1
: lim =— = lim . = [ lim ——| - ( lim
P x—=0 X x=0\ X  cos(x) x—=0 X x—0 COS(X)
: iR \ sen(8) 8 tg(d)
\ | ta(e) 2 27 2
8. (1) 1
e | A ¢ B cos(0)
0 1
5en(8)
Moral: cos(8)<T<1
W Estrutura 1 W Estrutura 2 W Estrutura 3
® Entrada: || |° ﬂlal”Comando ﬂ‘
Parte 9 Caélculo | -A- 8

Parte 9 Calculo | -A- 4
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Exemplo Exemplo
sen(3x) sen(3 x)
lim Se”éza) N e (362”929 .2> — 2 lim % L T S
00 o0 00 xs0sen(5x) xs0sen(5x)  x-0 . sen(5x)
X 5x
(=200 5 i sen(x) _2(1) = 2 C3(1) 3
0 -~ B(1) 5
Parte 9 Calculo | -A- 13 Parte 9 Calculo | -A- 17
Exemplo Outros dois limites fundamentais
. 1—rcos(x) . [1—=cos(x) 1+ cos(x) 1 — cos?(x) el ok
im ———= = Iim . = It SP
x—0 x—0 X 1+ cos(x) x—0 X (1 4 cos(x))

Parte 9

. sen?(x)
im —— =
x—0 X (1 4 cos(x)) x—0

_ [sen?(x) X
lim .
X2 1+ cos(x)

. sen(x)\? X 0
l@o{( X >'1+cos(x)] - 1'ﬁ:°'

Calculo | -A- 24

X
lim <1 4F l) = e =2.718281828459045235 . ..

X——+00
e

X
lim <1 = l) = e ' =0.367879441171442321 . . ..

X—+00

Parte 9 Caélculo | -A-
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Motivacao: divida de R$ 1.00 a 100% ao ano

» Valor do dinheiro considerando 1 periodo de 12 meses:
1+1=2.
» Valor do dinheiro considerando 2 periodos de 6 meses:
1 1 1 1\?
<1 +§> g (1 +§> - (1 +§> — 2.25,
» Valor do dinheiro considerando 3 periodos de 4 meses:
A LY P B CI Y C A 1+13—2ﬁ
3 3 3 3 3 3 3 N 3, T 7
» Valor do dinheiro considerando n periodos de 12/n meses:
n
(1 T 1) |
n
Parte 9 Célculo | -A- 41

[Folha 121]

Motivacdo: empréstimo de R$ 1.00 a 100% ao ano

» Valor do dinheiro considerando n periodos de 12/n meses:

n
(143) -
n
» Moral: como lim_, 1 (1 +1/n)" = e = 2.718281828459045235 . . ., 0 valor justo

do pagamento um empréstimo de R$ 1.00 a 100% ao ano apdés 1 ano deveria
ser de e = 2.718281828459045235 . . . reais.

Parte 9 Caélculo | -A- 44

Motivacao: empréstimo de R$ 1.00 a 100% ao ano

» Valor do dinheiro considerando n periodos de 12/n meses:

o3y

» Moral: como lim,_, ;o (1 +1/n)" = e = 2.718281828459045235 . . ., 0 valor justo
do pagamento um empréstimo de R$ 1.00 a 100% ao ano apds 1 ano deveria
ser de e = 2.718281828459045235 . . . reais.

Parte 9 Calculo | -A- 45

Exemplo

Parte 9 Caélculo | -A- 49
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Exemplo
X 1] L] [ ] 1]
im (1 + w7 2 im (1 + 1) — e Limites Indeterminados (A Priori)
u—0+t X—+00 X
Parte 9 Célculo | -A- 52 Parte 9 Célculo | -A- 53
Limites Limites
. X+ 1 5 X + 1
)I(I—>4x—2 2 x|l>2+x—2_JFOO
. B . B . f(x) 5 . B . At < o f(x)
Se )!@p f(x)y=5e )I(@pg(x) = 2, entao )I(@p o) "2 Se XIL% f(xy=L>0e Xln;+ g(x) =07, entdo Xllﬁrr,;+ 90 +00
Parte 9 Calculo | -A- 56 Parte 9 Célculo | -A- 59




Limites indeterminados (a priori)

X+ 1 14 1

. X+ 1 , . ¥
im X im X — gim X A

X—+oo X — X—+too X — 2 X—4-00 2

X X

Se Iim f(x)=+xce Xﬂrp 9(x) = 400, entéo lim x) = .

X——400

(indeterminacéao a priori)

x=p g(X)

o . _ o [Folha 123]
Limites indeterminados (a priori)

. - [ = 3 i @ — |
Se xﬂToo f(x)=+oce Xﬂrﬂm 9(x) = +o0, entdo )I(|an 90 = 2],

X+ 1 1+1

, 1 , , v
im XL im X~ im X —A

X—+oo X — 2 X—+00 X—2 X—>—|—oo1 B g

X %

Parte 9 Célculo | -A- 68

Parte 9 Célculo | -A- 65
Limites indeterminados (a priori) Limites indeterminados (a priori)
Se Ilim f(x)=+occe lim g(x)= +oo,entédo lim ) _ Se lim f(x)=+occe lim g(x)= +oo,entdo lim 09 _ .
X—r4-00 X—++00 ’ x—=p g(X) —' X—r4-00 X—+00 ’ x—p g(X)
7x+1 74 1 X2 + 1 . 1
. 7 X + 1 - . X - . ; - . X2 + 1 . X . X ;
XB)TOO X — - XﬂToo X—-2 XETOO . E =7 XETOO X —2 - XE)TOO X — - XE)TOO 2 =t
X X X X

Parte 9

Calculo | -A-

70

Parte 9 Caélculo | -A- 72




Limites indeterminados (a priori)

Se )!@p f(x)=0e I|m g(x) =0, entao I|m f(())(()) = .

im sen(x)

=1. (limite fundamental)
x—=0 X

Parte 9 Célculo | -A-

76

o . _ o [Folha 124]
Limites indeterminados (a priori)

Se )!ILTIP f(x)y=0e I|m g(x) =0, entéo I|m f(())(()) = .

. sen(2x . sen(2 x
lim (2x) = lim |2 # 2.
x—0 X Xx—0 2Xx
Parte 9 Célculo | -A- 79

Limites indeterminados (a priori)

. B . flx) 5
Se )I(inp f(x)=0e )I(anpg(x) =0, entéo I|m bax) .

sen(x) 1

sen(x) — im
X X2

x—0 x3 x—0

Parte 9 Calculo | -A-

82

Limites indeterminados (a priori)

Se lim (x) = +c0 e Jim g(x) = +oc, entdo lim [f(x) — g(x)] =[2]
Jim [(x+7) - (x-5)]= lm 12=12.
Parte 9 Calculo | -A- 86




Limites indeterminados (a priori)

. o . o = : _ —_| "
Se Jim f(x) = +o0 & lim g(x) = +oc, entdo im [f(x) ~ g(x)] =[]

lim {xz—x] = lim x-(x — 1) = +o0.
X—»00 X—00
Parte 9 Célculo | -A- 89

[Folha 125]

Limites indeterminados (a priori)

. . . o 2~ i _ —_| "
Se Jim f(x) = +o0 & lim g(x) = +oc, entdo fim [f(x) — g(x)] =[]

lim [x—xz} = lim x-(1 - x) = —c.
X—00 X—r00
Parte 9 Caélculo | -A- 92

Limites indeterminados (a priori)

. o . o = : . )
Se lim 7(x) = 0 e lim g(x) = +o0, entdo lim [f(x) - g(x)] = 2]

lim
X—00

1-x]: im 1=1.

X X—00

Parte 9 Calculo | -A- 96

Limites indeterminados (a priori)

Se im (x) = 0 e im g(x) = +oo, entdo im [f(x) - g(x)] =[2!

X—p

lim [2-x] = |lim 2 =2.

X—o0 | X X—00

Parte 9 Caélculo | -A- 99




Limites indeterminados (a priori)

Se lim f(x) =0 e lim g(x) = +o0, entdo )lian[f(X) -g(x)] = .

X—Pp X—p

lim
X—00

1 5 .
— x| = lim x = 4+o0.
X X—00

Parte 9 Célculo | -A-

102

Limites indeterminados (a priori)

i _ i _ 30 i 9(x) — |2
Se )!IEIP flx)y=1e Jlinpg(x) +o0, entdo )!@p f(x) .

1 X
lim (1 + ) =e.
X—00 X

Parte 9 Caélculo | -A-

[Folha 126]

105

Limites indeterminados (a priori)

. _ ; _ a0 i 9(x) — |2
Se )!lnp flx)y=1e )I(@p 9(x) = +o0, entéo Jlnp f(x) .

X 7u u7
lim (1+7) 69 im <1+7> — lim [(1+1) }
X—00 X U—oo 77U u—o00 u

Parte 9 Calculo | -A-

—e’.

109

Limites indeterminados (a priori)

' = i - 30 i 9(x) _[9
Se )!@p f(x)=0e )I([ppg(x) = 0, entéo )!'an f(x)9) =[ 2],

Parte 9 Caélculo | -A-

114




Limites indeterminados (a priori)

. _ . _ ~ . g(x) _[9
Se lim f(x)=0e )!anpg(x) 0, entéo )!'an f(x) .

X—p

Parte 9 Célculo | -A-

118

o . _ o [Folha 127]
Limites indeterminados (a priori)

. _ . _ ~ . g(X) _[=
Se lim f(x)=0e )I(lnpg(x) 0, entéo )I(lmp f(x) .

X—p

—X
1 _ a
lim | — ] = lim = lim — = lim ex? = +o0.
x=0 \ g3 x=0 g3@ (—x?) =0 g7z x=0
Parte 9 Célculo | -A- 123

Limites indeterminados (a priori)

. o : _ 20 i 9x) |9
Se lim f(x) = +oc e Jim g(x) = 0, entao Jim f(x)9*) =[?]

. AN e
lim (ex2> = limex” =lme' =e.
x—0 x—0 x—0

Parte 9 Célculo | -A-

128

Limites indeterminados (a priori)

' — ' — 20 li 9lx) _ |9
Se lim f(x) = +o0 e lim g(x) = 0, entéo lim f(x) 2].

2
. 7\X 1,2
lim (ex2> — limex2™ = lime’ =¢’.
x—0 x—0 x—0

Parte 9 Caélculo | -A- 132




Limites indeterminados (a priori)

. o : _ 50 |i 9gx) —_ |92
Se im (x) = +oc e lim g(x) = 0, entdo lim f(x)9*) =[]

X—p

, aNXE e
lim (ex4> = limex¥*”" = lim ex = 4o0.
x—0 x—0 x—0

Parte 9 Célculo | -A-

136

[Folha 128]
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Continuidade

Parte 10 Célculo | -A-

. . [Folha 130]
Pontos interiores

Definicao
Dizemos p é um ponto do interior de um conjunto D, se existe
pelo menos um intervalo aberto / contendo p tal que / C D.

D=(1,2]U {3} U[4,6]

I > ¢ ¢ * l ¢ >
0 1 2 3 4 5 6

p = 1.5 ¢é um ponto interior de D.

Parte 10 Célculo | -A- 5

Pontos interiores

Definicao
Dizemos p é um ponto do interior de um conjunto D, se existe
pelo menos um intervalo aberto / contendo p tal que / C D.

D=(1,2]U{3}U[4,6]

I Q ¢ ¢ ¢
1 2 3 4

(G20
D

p = 1.00001 é um ponto interior de D.

Parte 10 Calculo | -A-

Pontos interiores

Definicao
Dizemos p é um ponto do interior de um conjunto D, se existe
pelo menos um intervalo aberto / contendo p tal que / C D.

D=(1,2]U {3} U[4,6]

I > ¢ ¢ * I ¢ >
0 1 2 3 4 5 6

p =1 nao é um ponto interior de D.

Parte 10 Célculo | -A- 9




Pontos interiores

Definicao
Dizemos p é um ponto do interior de um conjunto D, se existe
pelo menos um intervalo aberto / contendo p tal que / C D.

D=(1,2]U{3}U[4,6]

I Q ¢ ¢ ¢ l ¢ >
1 2 3 4 5 6

p = 2 nao é um ponto interior de D.

Parte 10 Célculo | -A- 11
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Pontos interiores

Definicao
Dizemos p é um ponto do interior de um conjunto D, se existe
pelo menos um intervalo aberto / contendo p tal que / C D.

D=(1,2]U {3} U[4,6]

I > ¢ ¢ * l ¢ >
0 1 2 3 4 5 6

p = 1.9999999999999999 € um ponto interior de D.

Parte 10 Célculo | -A- 13

Pontos interiores

Definicao
Dizemos p é um ponto do interior de um conjunto D, se existe
pelo menos um intervalo aberto / contendo p tal que / C D.

D=(1,2]U{3}U[4,6]

I Q ¢ ¢ ¢
1 2 3 4

(G20
D

p = 3 nao é um ponto interior de D.

Parte 10 Célculo | -A- 15

Continuidade

Definicao
Seja p um ponto do interior do dominio D de uma funcéo f.
Neste caso, dizemos que f € continua no ponto p se

lim £(x) = L = (p).

Parte 10 Caélculo | -A- 17




Exemplo

2

A fungéo y = f(x) = ;(2—1? é continuaemp =17?

Solugdo. Sim! O dominio natural de f é D = R. O ponto p = 1 € um ponto
interiorde D e

Exemplo

EGeoGebra - continuidade-01.ggb
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

=1l x]

[Folha 132]

. T
. L

| | el
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>

&4

©

7

4N

Mover: Arrastar ou selecionar
objetos (Esc)

a=2
| St

7

i

|

3 Objetos livres
| Objetos dependentes

2
. . x*+3 143
lim f(x) = lim =——=2=1(1)=1(p).
x%p() x—1 X2 +1 1+1 (1) (P)
E——
@ Entrada || I Ll |cc ﬂ IComando . l”
Parte 10 Calculo | -A- 27 Parte 10 Cdlculo | -A- 28
Exemplo Exemplo
EGeoGebra - continuidade-DZ.ggbh ;Iglﬂ
5 Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
G ' . Movwver: Arrastar ou selecionar @
~ 1 o EEN R NE e 3
Afungioy = f(x) ={ x—1° X7 1 ¢continuaemp=1? L0 D O A Nz s e .
3, sex=1, af’
flx) = 337631
s s e s s S s
A , |
Solucdo. Nao! O dominio natural de f é D = R. O ponto p = 1 € um ponto !
interior de D, mas T ' i
2 a 3
. .oxc =1 o (x=1)(x+1 . | |
lim f(x) = lim :I|m¢:hm(x+1):27§3:f(1). | : |
x—1 x—1 X — x—1 X —1 x—1 i |
/ i ix: 237681 X
-3 2 d 0 1 5 T 3 P’ 2
® FEntrada || |° Ll |0t ﬂ IComando l”
Parte 10 Calculo | -A- 40 Parte 10 Cdlculo | -A- 41
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Exemplo Exemplo
|X - 7T’ Eﬁeoﬁebra—continuidade—03.ggb 0 ;IEI&I
A fungéo y — f(X) — X — 1 , SeX 7é , é Contl'nua em p — 71'? Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
_ 5 N | Mover: Arrastar ou selecionar -
2, sex=m, AN DO A N < s (Eso Ei
¥
Solucdo. Nao! O dominio natural de f € D = R. O ponto p = = € um ponto RS L
interior de D, mas nao existe limy_,. f(x), pois — i
1 : *
. . X — . X — ) !
im f(x) = lim X2 i X2T g | |
X—t X—nt X — 1T X—nt X — T ; ! ' x=46713
enquanto que = ‘J'T an
. o x— o (x— 4
lim f(x)= lim | | = lim (x =) =-1
X—m— Xx—7— X — 1T x—r— X =T
@ Entrada || I Ll |cc LI IComando . L”
Parte 10 Calculo | -A- 58 Parte 10 Cdlculo | -A- 59
Continuidade em intervalos Continuidade em intervalos
Definicao
(1) Dizemos que f é continua em um intervalo da forma (a, b)
(incluindo os casos em que a = —oco ou b = +) se f é continua s
Definicao

em cada ponto p € (a, b).

(2) Dizemos que f é continua em um intervalo da forma [a,b)
(incluindo o caso em que b = +o0) se f € continua em cada
ponto p € (a, b) e se

lim f(x) = f(a).
x—at

(3) Dizemos que f é continua em um intervalo da forma (a, b]
(incluindo o caso em que a = —0) se f é continua em cada
ponto p € (a, b) e se

lim f(x) = f(b).

X—b~

Parte 10 Célculo | -A- 62

(4) Dizemos que f é continua em um intervalo da forma [a, b] se f é
continua em cada ponto p € (a, b) e se

X[}n; f(x)="f(a) e Xirg_ f(x) = f(b).

Parte 10 Caélculo | -A-

63
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Exemplo Continuidade
A fungéo y = v/x é continua no intervalo [0, +cc), pois Teorema
para todo p > 0, limy_p VX = \/p e limy_o+ VX = V0.
(1) Sejam f e g duas fungdes continuas no ponto p. Entao
' f+g, f-g e fg
também sao fungdes continuas em p.
y=Vx (2) Sejam f e g duas fungdes continuas no ponto p, com g(p) # O.
Entdo f/g também é uma funcao continua em p.
(3) Sejam f e g duas funcoes tais que g é continua em pe f é
continua em g(p). Entdo a fungdo composta f o g é continua
em p.
Em outras palavras, soma, diferenga, produto, composicao e diviséo
de funcdes continuas sao funcdes continuas (onde, no caso da divi-
0 5 X sao, estamos considerando pontos onde o denominador é diferente
de zero).
Parte 10 Calculo | -A- 66 Parte 10 Cdlculo | -A- 71
Exemplo Teorema
x—1+5, ~ .
y=1f(x)= % € uma fungéo continua Teorema

como soma, diferenga, produto, divisdo e composi¢cao
de fung¢des continuas.

Parte 10 Célculo | -A-

73

Se limy_,, f(x) = L e g é uma fungdo continua em L, entdo

Iim 9(7(x)) = g (Xligwp f(x)) — g(L).

Parte 10 Caélculo | -A- 74
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Exemplo Continuidade das fungdes trigonométricas
4x% 41
4X2 + 1 (+) ) 4X2 4 1 ) X2 Teorema
= lim = lim
X—r+00 X245 x—+oco X2+ 5 x—+oo x2 15
2 As fungobes trigonométricas sao continuas. Mais precisamente, se p
1 € um ponto no dominio natural da fungdo trigpnométrica, entao
44 — : :
_ - x2 _ [4+0 lim sen(x) = sen(p), lim cos(x) = cos(p),
= xlToo 1 5 = 140 X—p X—p
72 1 pu— 1 p—
X )!anptg(x) ta(p), )!'an cossec(x) = cossec(p),
lim sec(x) = sec(p), lim cotg(x) = cot .
Vi oo Jim sec(x) (p) Jim cotg(x) 9(p)
(*) pois y = g(x) = v/x € uma fungao continua.
Parte 10 Célculo | -A- 81 Parte 10 Célculo | -A- 91
Continuidade das func¢des elementares Exemplo
T X%+ 1
. X% 4+ 1 (%) o oTx2 4 . 2
lim cos | ——— = cos| lim ———— ) = cos| Ilm ——
X—+00 X2 +5 Xx—+o0o X2+ 5 x—+oo X2 4+ 5
Teorema X2
1
Também sao continuas as fungbes exponenciais, logaritmicas e Tt X2 m+0
. . . = cos| Ilim = COS
trigonométricas inversas. x—hoo 5 1+0
e
= cos(m) = —1.
(*) pois y = g(x) = cos(x) € uma fungéo continua.
Parte 10 Célculo | -A- 92 Parte 10 Caélculo | -A- 99




O teorema do valor intermediario

o [Folha 136]
O Teorema do Valor Intermediario

EGeoGebra - o-teorema-do-valor-intermediario-01.ggb | ;IEI&I
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
' ° = Mover: Arrastar ou selecionar @
AL B Of LN < ] Shieos g0 Ei
3 Objetos livres
@ fix) =03 x*-267 x
| Objetos dependentes fib)

™ Estrutura 1 7 Estrutura 2

4 | 3|
@ Entrada || I Ll |cc ﬂ IComando . l”
Parte 10 Célculo | -A- 100 Parte 10 Célculo | -A- 101
O Teorema do Valor Intermediario Exemplo
Teorema Mostre que existe uma raiz da equacdo 4x® —6x2+3x—-2=0
Suponha que f seja continua em um intervalo fechado [a, b] e seja entre 1 e 2.
v um numero qualquer entre f(a) e f(b). Entao existe um numero ¢
em (a, b) tal que f(c) = v. ~ ; ; ; _
Solugdo. A fungéo y = f(x) = 4 x3—6 x?+3 x—2 é continua no intervalo [1, 2]

R —— — como soma, diferenga e multiplicagéo de fungbes continuas. Agora,

-'\lwlw lear Exibir Opcoos Femamantas .Junnln Ajuda

Ifl =] f1)=4(1)°-6(1)2+3(1)—2=-1<0

[~ =03 r-257x

- Cibjetos dependentes fib) | e

f(2)=4(2)°®-6(22+3(2)-2=12>0.
Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (1, 2) tal que f(c) = 0, isto é,
P i existe ¢ € (1,2) tal que
W Estnmral W Estulura 2 03 - 6 CZ + 3 C - 2 = 0'
LTSS | |
& Enada |[ [ = [a =] [Cemande ~]
Parte 10 Célculo | -A- 102 Parte 10 Caélculo | -A- 110




Como calcular a raiz? Use o método da bissec¢éo!

a b - %b f(a) £(b) £(m)
1.00000 | 2.00000 1.50000 | — 1.00000 | 12.00000 2.50000
1.00000 | 1.50000 1.25000 | — 1.00000 | 2.50000 0.18750
1.00000 | 1.25000 1.12500 | — 1.00000 | 0.18750 | —0.52343
1.12500 | 1.25000 1.18750 | —0.52343 | 0.18750 | —0.20019
1.18750 | 1.25000 1.21875| —0.20019 | 0.18750 | —0.01477
1.21875 | 1.25000 1.23437 | —0.01477 | 0.18750 0.08421
1.21875 | 1.23437 1.22656 | — 0.01477 | 0.08421 0.03418
1.21875 | 1.22656 1.22265 | —0.01477 | 0.03418 0.00957
1.21875 | 1.22265 1.22070 | — 0.01477 | 0.00957 | —0.00262
1.22070 | 1.22265 —0.01477 | 0.00957

3
Raiz exata: ! +2\/§ =1.22112478. .. (férmula de Cardano).
Parte 10 Calculo | -A- 151

Exemplo

EGeoGebra - o-teorema-do-valor-intermediario-02.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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=1l x]
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a=2
e
7
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Mover: Arrastar ou selecionar
objetos (Esc) [ad

& &l &"d "

3 Objetos livres
@ f(x) = 4 xS _S x2+ 3
| Objetos dependentes

| — ]

¥ Estrutura 1

I Estrutura 2

@ Entrada || I

Ll |cc ﬂ IComando . l”

Parte 10

Célculo | -A- 152

Cuidado: a hipotese de continuidade é importante!

=10 ]

E GeoGebra - o-teorema-do-valor-intermediario-03.ggb

Arquiva Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A
L]
.

a=2
| St

9

v

7]

B>

) |

©

¥

i

7|

'CG.V \.v Mover: Arrastar ou selecionar
* objetos (Esc) [ad
) Objetos livres y
@ f(x)=abs(x -3) I {x
|0 Objetos dependentes

) i S / A 4
b

W Estrutura 1 W Estrutura 2

ﬂ IC( ll IComando ﬂ‘

K1 |
® Entrada: || |°
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Retas Tangentes e Derivadas

Parte 11 Célculo | -A-

' [Folha 139]
A equacéo da reta tangente ao grafico de uma funcgao

Eﬁenﬁehra - reta-tangente-01.ggh

— =1olx]

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

E' A /-’ D. @ '{{ZVNV ‘%’ Mover: Arrastar ou selecionar Ei

3
Lt

v

a=2
—_—
|

v ] ] i -| objetos (Esc)

f(x) ¢

_Tx)-(p)
Msecante™ X-p

o fx)-f(p)
1 e

mtangente_}(_}p x-p

T(x)-T(p)
W Exibir reta tangente
W Exibir reta secante
W Exibir coeficiente angular da reta secante
W Exibir coeficiente angular da reta tangente f{p) ¢

@ Entrada; || I

L”otLIIComando... L”

Parte 11 Célculo | -A- 3

Exemplo

Calcule a equacgéo da reta tangente ao grafico de y = f(x) = x?
no ponto (p, f(p)) = (1, 1).

Solugdo. A equago da reta tangente ao grafico de y = f(x) = x? no ponto
(p.f(p)) = (1,1) &€ dada por

y=fp)+m-(x-p)=1+m-(x—-1)

me tim (=P X1 =) ()

= = lim(x+1)=2.
X—p X—p x—1 X —1 X—1 x -1 x—1

Assim, a equagao da reta tangente ao gréafico de f no ponto (1, 1) é dada por

y=14+2-(x—-1).

Parte 11 Calculo | -A- 14

Exemplo

Calcule a equagao da reta tangente ao grafico de y = f(x) = 3/x
no ponto (p, f(p)) = (3, 1).

Solugao. O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de y = f(x) = 3/x
no ponto (p, f(p)) = (3,1) é dado por

§_1 3—x
m o= aim (X=X gy Xy —X23)
X=p  X—p x—3 X —3 x—3 X — 3 x—=3 X+ (x —3)
= Iim—1 _ !
 x»3 x 3

Assim, a equacgao da reta tangente ao grafico de f no ponto (3, 1) é dada por

y=fp)+m (x—p)=1- 1 (x~3)

Parte 11 Caélculo | -A- 24
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A equacao da reta tangente ao grafico de uma funcao Derivada
Eﬁeoﬁehra - reta-tangente-02.ggb _ =101 ]
Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
E' .Av /-’v ’j’? D‘v @7 &7 X-v _E:E? ‘%’v glbt;:;rsi Eﬂ\Er;aC?tar ou selecionar é Definigéo
Seja p um ponto do interior do dominio D de uma funcao f. A
derivada de f no ponto p, denotada por
df
f(p)  ou  ——(p)
y:1-;—-(x-3) ax
= € o limite o ) — ()
/ _ - X)—1(p
f(p)_ dX(p)_)I(inp X_p )
caso ele exista. Neste caso, dizemos que f é derivavel (ou
diferenciavel) no ponto p.
® Entrada: || I LI Icc LI IComando L”
Parte 11 Célculo | -A- 25 Parte 11 Célculo | -A- 26
Exemplo Um outro limite para a derivada
Se f(x) = x?, entdo
Seh=x—-p,entdo x=p+h e
to) = Doy = gim TR X
Pro= \P = Xx=p  X—p ox=p X—P X—=p se, e somente se, h—0.
i (x=p)-(x+p) _
= Jm SR = mxee) = 2p
. fx)—f(p) _ . Hp+h)—1(p)
. / _ _
Logo: f(p) = )!'an X p ,I7|Lno b :
Assim, y = f(x) = x? & derivavel em cada ponto pde R e
df
/ = -_— =
Fp) = 4 (P)=2p.
Parte 11 Calculo | -A- 33 Parte 11 Célculo | -A- 38
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Exemplo
Se f(x) = x?, entdo
df . f(p+h) —f(p) . (p+ h)® - p?
/ il _ —
F(p) axP) = fim h A h
. pP+2ph+h—p® _
B flvino h B fl}ano(Zp +h) = 2p.

Assim, y = f(x) = x? é derivavel em cada ponto pde R e

A equacéo da reta tangente ao grafico de uma funcgao

Eﬁenﬁehra - reta-tangente-03.ggb = |E||1|
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
| A & ‘&v \, o Mover: Arrastar ou selecionar
E S "/v L1 D‘v ®v 2d i ‘%’v objetos (Esc) @
y //
_f(p+n)-f(p) flp+h) e
Msecante™ h
_ f(p+n)-f(p)
mtangente_hﬂﬂ
f(p+h)-f{p)
W Exibir reta tangente
W Exibir reta secante
W Exibir coeficiente angular da reta secante
W Exibir coeficiente angular da reta tangente f{p) ¢ ! .
p+h

af
! - _

f(p) o ax (p) o 2p @ Entrada: || L”C( LI IComando
Parte 11 Calculo | -A- 45 Parte 11 Cdlculo | -A- 46

Cuidado! A fungdo y = f(x) = |x| ndo é derivavel em p = 0!
Eﬁenﬁehra - reta-tangente-04.ggb I =10l %]

N da f q WA y q | Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
em toda fungéo é derivavel! A funcédo y = f(x) = |x| ndo é derivave i = - -
¢ céo y = f(x) = |x| E .A? /-; /L? D‘v @7 '{{iv N = Ey ?b?:;rs. S\Er;e(ﬂ:?tarou selecionar j
y /

em p = 0 pois
lim flp+h) — fp) _ lim f(h) — 1(0) nao existe fp+h)
h—0 h h—0 h
uma vez que
lim fO+h—10) _ lim Il _ lim th_ +1 fp+n)-1(p)
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
e
jim [QFM=1O) AL 2y e g "
h—0— h h—0— h h—0— h
@ Entrada: || I L”ocL”Comando... L”
Parte 11 Calculo | -A- 50 Parte 11 Célculo | -A- 51




A equacao da reta tangente

Se f é derivavel no ponto p, a equacao da reta tangente ao grafico de f
no ponto (p, f(p)) € y = f(p) + f'(p) - (x — p).

y=f(p)+f(p)(x-p)

O

R S

Parte 11 Célculo | -A- 52
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A derivada como taxa de variacao
instantanea

Parte 11 Célculo | -A- 53

A derivada como taxa de variagao instantanea

Suponha que a fungéo s = s(t) = 10 +2 -t + 5 - t? descreva
a posicao s (em m) de um ponto material no instante t (em s).

t s
1.0000 | 17.00000000
2.0000 | 34.00000000

8(2) = 5() _ 47 s

o jin
velocidade média 1

Parte 11 Calculo | -A- 59

A derivada como taxa de variacao instantanea

Suponha que a fungéo s = s(t) = 10 +2 -t + 5 - t?> descreva
a posi¢ao s (em m) de um ponto material no instante t (em s).

t S
1.0000 | 17.00000000
1.1000 | 18.25000000

s(1.1) — s(1)

11 =12.5m/s

velocidade média =

Parte 11 Caélculo | -A- 60




A derivada como taxa de variacao instantanea

Suponha que a fungdo s = s(t) = 10 + 2 - t + 5 - t? descreva

a posicao s (em m) de um ponto material no instante t (em s).

t s
1.0000 | 17.00000000
1.0100 | 17.25000000

s(1.01) = (1) _ 45 05 s

velocidade média = 101 =1

Parte 11 Célculo | -A-

61

[Folha 143]

A derivada como taxa de variacio instantanea

Suponha que a fungéo s = s(t) = 10 + 2 - t + 5 - t? descreva

a posi¢ao s (em m) de um ponto material no instante t (em s).

t S
1.0000 | 17.00000000
1.0010 | 17.01200500

s(1.001) — s(1)

1001 =1 = 12.005 m/s

velocidade média =

Parte 11 Célculo | -A-

62

A derivada como taxa de variagao instantanea

Suponha que a fungéo s = s(t) = 10 +2 -t + 5 - t? descreva

a posicao s (em m) de um ponto material no instante t (em s).

t s
1.0000 | 17.00000000
1.0001 | 17.00120005

$(1.0001) — s(1)

10001 —1 = 12.0005 m/s

velocidade média =

Parte 11 Calculo | -A-

63

A derivada como taxa de variagcao instantanea

t—1 t—1
. 104+2-t+5-1 —-17
m

= i
t—1 t—1

velocidade instantanea no tempo 1 s

. 5.fPy2.1-7
= |lm—
t—1 t—1
—lim B-t+7)-(t-1)
t—1 t—1

= Ilim®-t+7) = 12m/s
t—1

= s(1).

Parte 11 Caélculo | -A-

70




Derivadas laterais

Parte 11 Célculo | -A-

71

. o . [Folha 144]
Diferenciabilidade em intervalos

Definicao

(1) Dizemos que f é derivavel (ou diferenciavel) em um intervalo da
forma (a, b) (incluindo os casos em que a = —oo 0U b = +0) se
f é derivavel em cada ponto p € (a, b).

(2) Dizemos que f é derivavel (ou diferenciavel) em um intervalo da
forma [a, b) (incluindo o caso em que b = +c0) se f é derivavel
em cada ponto p € (a, b) e se existe a derivada lateral a direita

f(X) f(a)

/A
fi(a) = Ilrg+

(3) Dizemos que f é derivavel (ou diferenciavel) em um intervalo
da forma (&, b] (incluindo o caso em que a = —o0) se f é
derivavel em cada ponto p € (a, b) e se existe a derivada lateral
a esquerda

f(x) — f(b)

fl
(b) X*)b* X—Db

Parte 11 Célculo | -A- 74

Diferenciabilidade em intervalos

Definicao

(4) Dizemos que f é derivavel (ou diferenciavel) em um intervalo da
forma [a, b] se f é derivavel em cada ponto p € (a, b) e se existem
as derivadas laterais

-t 1 o rio- g 0

Parte 11 Célculo | -A-

75

Exemplo

Mostre que a fungéo y = f(x) = /x ndo é derivavel em p = 0.

Solugdo. y = f(x) = y/x ndo é derivavel em p = 0 porque ndo existe a
derivada lateral & direita | (0):

. x)—f(p . X
lim M — \/7 \/> lim £
x—0t  X—pP X~>0+ - x—0t X
1
= Iim — = +o0.
x—0t /X
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y = f(x) = v/x nédo é derivavel em p =0

[Folha 145]
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Exemplo Exemplo
y
~ x+1, sex<1
Afuncédo y = f(x) = ’ =
gao y =f(x) 2Vx sex>1,
é derivavel (diferenciavel) em p = 1?
f(p) =2 §-------------moo- - -

Solugéo. Sim, pois as derivadas laterais f (1) e f|(1) existem e sao iguais:

o (x+1)-2 X —1

1y = lim >4 —272 — |im ~>—L == | — 1

-(1) an?* X —1 xﬂt X —1 an?* x—1 ’

f()y = lim f(x) — (1) — lim 2yx-2 — lim _2  _
x—1t  x—1 x—1t  x—1 x—=1+ /X + 1
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Derivada

Definicao
Seja p um ponto do interior do dominio D de uma fungao f. A
derivada de f no ponto p, denotada por

) o op)

é o limite

i [ —fp) _ . Hp+h)— f(p)’
—p  X—p h—0 h

(o) = (p)= |

caso ele exista. Neste caso, dizemos que f & derivavel (ou
diferenciavel) no ponto p.

Parte 12 Célculo | -A- 3

A equacao da reta tangente

Se f é derivavel no ponto p, a equacao da reta tangente ao gréfico de f
no ponto (p,f(p)) & y = f(p) + f'(p) - (x — p).

y=f(p)+f(p)(x-p)

R S

Parte 12 Célculo | -A-

A fungdo y = f(x) = |x| ndo é derivavel em p = 0!
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y = f(x) = v/x nédo é derivavel em p =0
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Diferenciabilidade implica em continuidade

Teorema
Se f é derivavel (diferenciavel) em p, entdo f é continua em p.

Prova. Se f é derivavel no ponto p, entao existe o limite

1oy — pim 10 = f(P)
f(P)—)!'anTp-
Agora
Jim f(x) = Jim [#(p) + f(x) — f(p)]

= Jim | f(p) + LL=R)

Jim X p X —p)

0 X
g f + f/ . O = f .
@ Entrada; || I ﬂ IC( LI IComando ﬂ‘ (p) (p) (p)
Logo f é continua em p.
Parte 12 Célculo | -A- 6 Parte 12 Célculo | -A- 16
Continuidade n&o implica em diferenciabilidade Quando uma funcao pode deixar de ser derivavel?
A reciproca do teorema é falsal
y = f(x) = |x| é continua em p = 0, mas y = f(x) = |x| ndo é derivavel em p = 0.
8 estnbua - s posiabiluacle-0H_ggh aloix
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Diferenciagao das fungdes basicas

Regras basicas de derivacao

L) [ )]
c 0
XC C‘Xc_1

sen(x) cos(x)
cos(x) | —sen(x)
e* e*
In(x) 1/x

df dg

d d df
S0+ g0 = 00+ 200, IH(X) - g(0] = 5(x) - 900 + F(x)

[Folha 149]

dg
: a(x)7

df dg
¥ 900— 100 G (0

Do F L[]
dx [c- 7001 = ¢ dx(X)’ dx | g(x) [9(x)]?
Parte 12 Calculo | -A- 19 Parte 12 Cdlculo | -A- 20
Regras basicas de derivacao Exemplos
i 9 | 0 | (a) Se f(x) = x5, entdo f/(x) = 6 x5.
xC c-x°¢1
zizgg _EZﬁﬁﬁ (b) Se y = x990 entdo y’ = 1000 x99,
eX eX
In(x) 1/x
(c) Se y = t*, entdo P _ 4.
dt
[f)+9()]) =)+ (x).  [f(x)-gx)] = F(x)-g(x) + f(x) - g'(x), d, 4 5
(d) —(r’)=3r-.
ar
AT g fx)]" _ Fx) - g(x) —f(x) - g'(x)
S [Q(X) [9(x)]? ' (e) Sey =u™, entdo y' = mu™".
Parte 12 Calculo | -A- 21 Parte 12 Calculo | -A- 31




Exemplos

[Folha 150]
Exemplo

a (x8+12x5—4x4+ 10 x3 —6x+5)
dx

d d
(a) — 3x*) =3 (x*) =3 (4x3) =12x5. i 8 i 5 i 4 i 3\ i i
dx( ) dx( > < ) dx<x>+12dx(x) 4dx<x>+10dx(x) GdX(X)+dx(5)
1l
o) 2 = 9 rcyx = (1) L) = (= 1) (1) = 1
0) Z (%) = (DX = (=D Z ) = =D (1) = 1. 8x7 +12(5x%) — 4(4x%) +10(3x3) —6(1) +0
Il
8x” +60x* —16x3 +30x% —6.
Parte 12 Célculo | -A- 40 Parte 12 Célculo | -A- 44
Exemplo Exemplo

d
dx (x - sen(x))

d d
o (x)-sen(x) + x - ax (sen(x))
]
1-sen(x) + x - cos(x)

sen(x) + x - cos(x).

Parte 12 Célculo | -A-
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Se h(x) = xg(x), com g(3) =5 e g'(3) = 2, calcule H'(3).

Solugao. Pela regra da derivada do produto, temos que:

H (x)

d d d
&[xg(x)] = a(x) g(x)+xa(g(x))
= g(x)+xg'(x).

Assim, H'(3) = g(3) +39'(3) =5+ 3(2) = 11.

Parte 12 Caélculo | -A- 57




Exemplo

X2+ x -2 ,
, calcule y’.

SeV="16

Solucéao. Pela regra da derivada do quociente, temos que:

i<x2+x—2> (x3+6)—(x2+x—2)d%(<x3+6)

Exemplos

[Folha 151]

y = ax
3 62
o 0 L) = (xt) <t Let 111

2x+1)(x3+6) — (X2 +x — 2)(3x?) ax ~dx -2 -2 2 xz  2Vx
B (* +6)2

(x4 +x3+12x+6) — (3x* +3x% —6x2) (c) Se f(x) = x", entdo f'(x) = mx™ .
N (x3+6)?
. —x*-2x3+6x2+12x+6
B (x3 +6)? '

Parte 12 Calculo | -A- 64 Parte 12 Cdlculo | -A- 76

Exemplo

Se f(x) = tg(x), calcule f'(x).

Solugao. Pela regra da derivada do quociente, temos que:

100 = gl = g (Seed)

cos(x)
L (sen(x)) cos(x) — sen(x) % (cos(x))

ax
(cos(x))?

cos(x) cos(x) — sen(x) (—sen(x))
cos?(x)

cos?(x) + sen?(x) 1

cos2(x) = cos?(x) sec®(x).

Parte 12 Célculo | -A- 84

Abusos de notacao

Parte 12 Caélculo | -A-

85




NotacOes corretas

Seja y = f(x) uma funcéo derivavel.

Notacdes corretas para a derivada de f no ponto x:

B [Folha 152]
Abusos de notacao

» y/(x): trocar o nome da funcé@o (no caso, f), pela varidvel dependente
(no caso, y).

> %(X)Z trocar o nome da fungéo (no caso, f), pela variavel dependente
(no caso, y).

df " . )
> a: omitir o ponto onde a derivada é calculada.

af
f'(x) e —(x).
ax dy - .
> a: trocar o nome da funcéo (no caso, f), pela variavel dependente (no
caso, y) e omitir o ponto onde a derivada é calculada.
» y’: trocar o nome da fungéo (no caso, f), pela variavel dependente (no
caso, y) e omitir o ponto onde a derivada é calculada.
Parte 12 Calculo | -A- 86 Parte 12 Cdlculo | -A- 96
Abusos de notacao
Sejam u = f(x) e v = g(x) duas fungdes diferenciaveis.
Notagbes correta para a regra do produto:
(f-9)'(x) = f(x)-g(x) + f(x) - g'(x)
e
d(f-g), . df dg Demonstracdes
2200 = 00900 + 1) - T (x). ¢
Abusos de notacao para a regra do produto:
(u-vy=u-v+u-v
e
1 . V) — % V4 u- ﬂ
dx ax ax’
Parte 12 Cdlculo | -A- 100
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Exercicio tedrico

Mostre que se y = f(x) = ¢ = constante, entdo f'(x) = 0.

[Folha 153]

Exercicio tedrico
Mostre que se y = f(x) = x", com n € N, entdo f'(x) = nx"".

Demonstracdo. Usando a férmula para o binémio de Newton, temos que

lim f(x + h) — f(x) im (x +h)"—x"
h—0 h h—0 h
<g>x"h0 4 <7>x”‘1h1 4 <’27)Xn—2h2 T (Z)Xohn X"
Demonstracdo. Temos que = Jm h
. f(x+ h)—1f(x) . c—C¢C : X"+ <7>X"‘1h1 + <'27)x"‘2h2 oot <n>x°h” —x"
im ————~* = |im —— = lim — - Im n
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
— im0 = 0 <:>X"’1“1 + @X"fzhz +ot <Z>X°”"
h—0 ) = lim
h—0 h
= dim (M) (M)x2ht o () x0T
h—0 \ \ 1 2 n
n Xn—1 _ an—1
1 .
Parte 12 Célculo | -A- 107 Parte 12 Célculo | -A- 117
Exercicio teodrico Exercicio teorico
Mostre que se f e g sao fungdes diferenciaveis, Mostre que se f e g séo funcdes diferenciaveis,
entdo f + g é diferenciavel e (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x). entdo f - g é diferenciavel e (f- g)'(x) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).
- - o - . - Demonstracdo. Se f e g sao diferenciaveis, entdo existem os limites
Demonstragao. Se f e g sao diferenciaveis, entdo existem os limites
yoon o f(x+h) —f(x) oy g(x 4+ h)—g(x)
Fx) = lim (EMN T g = i X =900, Fe) = im, h ¢ g=jm h '
h—0 h h—0 h
Agora Agora, lembrando que fungdes diferenciaveis sao continuas, segue-se que
- (frg)(x+h)—(f-9)(x
R —(F a0 (X B+ g(x+ h) — (F() + g(x)) lim (7-9)( }7 (f-9)(x) _
h—0 h h—0 h
. f(x+h)-g(x+ h)—f(x)-g(x)
_ ,Limo f(x + hf), — f(x) N g(x+ h) —g(x) = AITO A
. f(x+h)-g(x+h)—f(x)-gx+ h)+f(x) -g(x+ h)—f(x)-g(x
O M- g g _ gy PO G0 ) 10 0064 ) 106) - glox ) 1) 90)
= im + lim h—0
h—0 h h—0 h Fx - h)— () (x+h) )
. X — f(x a(x —g(x
= lm|———=. + h) + f(x) T2
— )+ g, Jim h 9(x + h) + f(x) h
- } - - = f(x)-g(x)+1(x) g'(x).
onde, em (x), usamos que o limite da soma é a soma dos limites, se estes existirem. Isto
mostra que f + g é diferenciavel e (f + g)'(x) = f(x) + g'(x). Isto mostra que f - g é diferenciavel e (f - g)'(x) = f'(x) - g(x) + f(x) - ¢’ (x).
Parte 12 Célculo | -A- 127 Parte 12 Caélculo | -A- 136




Exercicio tedrico
Mostre que se y = f(x) = sen(x), entdo f'(x) = cos(x).

Demonstragdo. Temos que

f(x + h) — f(x)

lim —lim sen(x + h) — sen(x)

h—0 h h—0 h
— im sen(x) - cos(h) + cos(x) - sen(h) — sen(x)
a h—0 h

. [sen(x)-cos(h) —sen(x) cos(x)-sen(h)
- fly@o{ h h }

— im {sen(x) ~cos(h) —1 sen(h)]

+ cos(x) -

h—0 h h
= (Jmsenco) - (jim =) < (m cos()) - (m =)

= sen(x)-0+cos(x)-1 = cos(x).

Parte 12 Célculo | -A- 145
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Na Ultima Aula

Regras basicas de derivacao

L) ] f'(x) |
c 0
XC C- XC—1
sen(x) cos(x)
cos(x) —sen(x)
e e
In(x) 1/x
tg(x) sec?(x)
sec(x) sec(x) - tg(x)
cotg(x — cossec?(x)
cossec(x) | — cossec(x) - cotg(x)

df dg

[Folha 156]

dg

D10+ 9001 = 00+ D, D110 9001 = S0 900 + 100 D),
J o O 0T 0900 - 100 - B
glof=c g0, I = A e
A regra da cadeia
Teorema

Parte 13

A regra da cadeia

Calculo | -A-

A regra da cadeia nos ensina como derivar a composi¢cao de duas
fungdes diferenciaveis: se y = f(u) e u = g(x) sao duas fungoes

diferenciaveis, entdo y = (f o g)(x) é diferenciavel e
(fog)(x) =f(9(x))-9'(x)
ou, com a outra notagao,

W9 )= X (gx))- D).

Usando abuso de notacao, a regra da cadeia fica assim:

dy dy du

dx  du dx’

Parte 13 Caélculo | -A-




Exemplo

Calcule a derivada da fungéo y = h(x) = (5 - x)°.

Solucao. Temos que

h(x) = (fo 9)(x) = f(9(x)),

[Folha 157]
Exemplo

Calcule a derivada da fungéo y = h(x) = cos?(x) = (cos(x))?.

Solugdo. Temos que

h(x) = (f o g)(x) = f(9(x)),

onde onde
u=g(x)=5-x e y=f(u)=u u=g(x)=cos(x) e y=Ff(u)=u?
Como f'(u) = 3- u? e g'(x) = 5, segue-se que Como f'(u) =2-ue g(x) = —sen(x), segue-se que
H(x) = F(g(x)) - g'(x) = F(5x) - g'(x) =3-(5x)2-5 = 15 (5 x)2. H(x) = f(9(x))-g'(x) = f(cos(x))-g'(x) = 2-cos(x)-(—sen(x))
= —2-cos(x)-sen(x).
Parte 13 Célculo | -A- 19 Parte 13 Célculo | -A- 29
Exemplo A regra da cadeia
Calcule a derivada da fungdo y = h(x) = Vx5 + x.

Solucao. Temos que

h(x) = (f o g)(x) = f(9(x)),

ondeu=g(x)=x>*+x e y=f(u)=+u Como
f'(u) = e  Jx)=3x2+1,
2 \f
segue-se que I (x) = f(g(x))-g'(x) = F(x3+x)-g'(x) e, consequentemente,
1 3x% +1
H(x e (3X% 1) = .
) 2Vx3 4+ x ( ) 2Vx3 +x
Parte 13 Célculo | -A-

39

d
_ / /
- f (9(x)) |= f (9(x)) - dgx)
ax
fungao de fora calculada na derivada da fungdo  calculada na derivada da fungao
funcao de dentro de fora fungao de dentro de dentro
d 2 2
— sen (x) =  cos (x5) - (2x)
ax
~~
funcao de fora calculada na derivada da fungdo  calculada na derivada da fungdo

fungao de dentro de fora fungao de dentro de dentro

Parte 13 Caélculo | -A- 44




Exemplo

eX

3
Derive y = h(x) = sen (X +X>.

Solucao. Temos que

, B X+ x\ Bx2+1)eX—(x®+x)e
H(x) = cos( o ) (&)

<x3+x> (Bx2+1)— (x3+x)
= COs :
e e

<x3+x> 1—x+3x2—x3
= cos . .
X eX

Parte 13 Célculo | -A- 58

o . ) [Folha 158]
Regras basicas de derivagao

Lj

y = x° = o = c-x¢1
y = sen(x) = % = 4 cos(x)
y = cos(x) = % = —sen(x)
y = ¢ = % = e
y o= - Yol
Parte 13 Célculo | -A- 64

Regras basicas de derivacdo com a regra da cadeia

y = = % = C~u°*1,%
y = senn) = % = +cos(u)-%
y = cos(u) = % - —sen(u).%
y = In(w = % _ 15 %

Parte 13 Célculo | -A- 70

Exemplo

Calcule a derivada da fungéo y = f(x) = eSe"(¥),

Solugao. Temos que

y=¢é", onde u = sen(x).
Assim: d d
u
dii = eu . a — esen(x) . COS(X)
Parte 13 Célculo | -A- 76




Exemplo

x—2\°
lcul [ funcéao y = f(x) = _
Calcule a derivada da fungéo y = f(x) <2x T )
Solucao. Temos que

9 x—-2
2X+

—_

Assim:

dy du x=2\% (1) -@x+1)-(x-2)-(2) 45(x—2)8
dX9U8dX—9< ) . -

B 2x +1 (2x+1)? C(2x+1)10°

Parte 13 Célculo | -A- 83

[Folha 159]
A regra da cadeia para uma composicao de 3 funcoes

Se y = f(u), u=g(v) e v = h(x) sao fungbes diferencidveis, entdo
(fogoh)(x)="F((geh)(x)-(goh)(x)="F((goh)(x)-g'(h(x)) H(x)
ou, usando a notacao de Leibniz,

A9 0 = &g nxy - A2 0

df dg dh
= S (gon(x))- 2 (h(x)) - (x).

Parte 13 Célculo | -A- 87
Exemplo Exemplo
Se y = f(u), u=g(v) e v = h(x) sao fungdes diferencidveis, entao
dy dy du dy du dv : - B x —1
I du dx —du dv ox Calcule a derivada da fungao y = In Py
Exemplo: calcule a derivada da fungéo y = sen(cos(tg(x))). Solugdo. Temos que
;o ot ML) -Kx=1-(1)
Solugéo. Temos que Y= X —1 X —1 (x+1)2
X+ 1 2 X+ 1

/

Y = cos(cos(tg(x))) o [cos(tg(x))]
= cos(cos(g(x))) - [~ sen(tg(x))] - = [1g(x)]

= —cos(cos(tg(x))) - sen(tg(x)) - sec?(x).

Parte 13 Célculo | -A- 93
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Derivadas de ordem superior

Parte 14 Célculo | -A- 2

[Folha 161]

Derivadas de ordem superior

Se f é uma fungao diferenciavel, entdo f' também é uma fungao,
de modo que ' também pode ter sua propria derivada,
denotada por (f') = f".

A nova funcao f” € denominada derivada segunda de f,
porque ela € a derivada da derivada de f.

Usando a notacao de Leibniz:

2 (Ge) =%,

Parte 14 Célculo | -A- 6

Exemplo

Se y = f(x) = x cos(x), calcule f"(x).

Solucado. Usando a regra do produto, temos que a derivada primeira de f é
dada por:

f'(x) = dix(x) cos(x) + x i(cos(x)) = cos(x) — x sen(x).

ax
Para calcular f”(x), derivamos mais uma vez:
d d
1 _ / —_ —
f'(x) = & (f(x) = o (cos(x) — x sen(x))

= —sen(x)— <i((x) sen(x) + x Cjj((sen(x)))

= —sen(x) — (sen(x) + x cos(x)) = -2 sen(x)— x cos(x).

Parte 14 Célculo | -A- 17

Derivadas de ordem superior em cinematica

Se s = s(t) representa a posi¢cao de um objeto que se move em uma
linha reta, entdo sua velocidade é dada por

V()= ()= ()

e sua aceleracao é dada por

2
a(t) = V/(t) = s'(t) = %(t).

Parte 14 Caélculo | -A- 18




Exemplo
A posicao de uma particula é descrita pela equacao
s=f(t)=1 -6t +9t,

onde t é medido em segundos € s em metros.

Calcule a aceleracao da particula em fungao do tempo.

Solucao. A velocidade da particula em funcao do tempo é dada pela derivada
primeira da posigdo com relacao ao tempo:

v(t):%(t):3t2—12t+9

e, portanto, sua aceleragao é dada por:

a?f av

Parte 14 Célculo | -A- 26

Derivadas de ordem superior em cinematica

[Folha 162]

Ordem Nome Nome quando
da derivada multiplicado pela

massa

0 position -

1 velocity momentum

2 acceleration force

3 jerk yank

4 snap tug

5 crackle snatch

6 pop shake

Parte 14 Célculo | -A-
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Exemplo

g100f
100 (X)-

Se y = f(x) = x99, calcule ("% (x) =

Solugdo. Temos que:

f'(x) =100-x%°, f"(x)=99-100 - x%, f"(x)=98-99-100-x%,

f®(x) =97-98-99-100 - x%,

f100)(x)=1.2.3...97-98-99-100 - x° = 100!.

Parte 14 Célculo | -A- 48

Classes de diferenciabilidade

Parte 14 Caélculo | -A-
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Classes de diferenciabilidade
Definicao
Seja f: D — C uma funcao real.

(1) Dizemos que f é de classe C° em D se f é continua em D.
Notacdo: f € CO.

(2) Dizemos que f é de classe C' em D se f'(x) existe para todo
x € De se f e f sdo continuas em D. Notagéo: f € C'.

(3) Dizemos que f é de classe C* em D se f'(x), f"(x), ..., f9(x)
existem para todo x € De se f, f, ..., f() sdo continuas em D.
Notacdo: f € CK.

(4) Dizemos que f é de classe C> em D se f()(x) existe para todo
i € Neparatodo x € D e se () & continua em D paratodo i € N.
Notacao: f € C*.

Parte 14 Célculo | -A-
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[Folha 163]
Exemplos

f(x) = |x| é de classe C°, mas n&o é de classe C'.

2
— 5 se x <0,
f(x) = > é de classe C', mas nio é de classe C?.

f(x) = x1% ¢ de classe C*.

~ €X-cos(x)
="

€ de classe C*™.
Quase que todas as fungdes que estudaremos sao de classe C*!

Parte 14 Caélculo | -A- 58

Derivadas de funcoOes inversas

Parte 14 Célculo | -A-

59

O teorema da funcao inversa

Teorema

Seja f: | — J uma funcéo de classe C', onde / e J séo intervalos
abertos. Se f/(f~1(x)) # 0 para todo x < J, entdo f é inversivel e

(F1Y(x) = m Vx € J.

Parte 14 Caélculo | -A- 60




[Folha 164]

Demonstracao Exemplo
fo R = R nao é inversivel, pois nao é injetiva
f(F1(x) =x,¥x e d x — y=f(x)=-sen(x) Inversivel, pol njetiva.
\U (derivando dos dois lados) Y
d d
—(f(f = —
(I (x))) = —(x).Vx € J s
\U (usando a regra da cadeia) Y
(1)) (1Y () = 1.9x € J . R
I
e Al
f_1 ! X)= ———+— VX J.
Parte 14 Calculo | -A- 65 Parte 14 Célculo | -A- 66
Exemplo Exemplo
) 1.
f: [_ﬁ/2’+7r/2)1 : E/_l;g(%:sen(x) é inversivel, pois é bijetiva. = [_1’+1)1 : E/_;T/fz_’{;)/i] arcsen(x) é sua fungao inversa.
y y
w29
T | EO | R e
n .n'yz 0 né‘/2 TrX n T2 1 0 ? i n :
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L s A
ffffff ~T7/2 ¢
Parte 14 Célculo | -A- 67 Parte 14 Célculo | -A- 68




Exemplo

=1 1,41 = [—7/2,+7/2]

: funcéo inversa.
X = y—f(x) = arcsen(x) ¢é sua funcgao inversa

28
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B ) o [Folha 165]
A funcédo arco seno é derivavel?

O teorema da fungéo inversa garante que f~'(x) = arcsen(x)
é derivavel no intervalo aberto (—1,+1).

w29

777777777777
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Mas qual € a derivada da funcéo arco seno?

Qual é a derivada de y = arcsen(x), para x € (—1,+1)?
Resposta. Se f(x) = sen(x) e f~'(x) = arcsen(x), entdo pelo teorema da fungéo
inversa segue-se que

1 1

—1v\/ o 1 _
(1Y) = f(f~1(x)) ~ cos(arcsen(x)) 1 _x2
Agora
]2

[cos(arcsen(x))]? + [sen(arcsen(x))]? =1 = [cos(arcsen(x))]? + x% = 1
)

= [cos(arcsen(x))]2=1—x?

= \/leos(aresen(x))f2 = V1 - x2

= |cos(arcsen(x))| = Vi-x2
Ve

pois se x € (—1,+1), entdo arcsen(x) € (—n/2,+r/2) e, assim, cos(arcsen(x)) > 0.

= cos(arcsen(x))

Parte 14 Célculo | -A- 82

Novo item na tabela de derivadas!

a [arcsen(u)] = 1 du
ax /1= y2  dx




A fungao arco cosseno

f: R - R

nao é inversivel, pois n&o é injetiva.
X — y=f(x)=cos(x)

A fungao arco cosseno

f: [0,7] —

¢ inversivel, pois € bijetiva.

[Folha 166]

Parte 14 Calculo | -A- 84 Parte 14 Calculo | -A- 85
A funcao arco cosseno A funcao arco cosseno
=1 [-1,+1] — [0,7] . . =1 [-1,41] — [0,7] . -
X y=f1(x) = arccos(x) ¢é sua fungdo inversa. X o y=f1(x) = arccos(x) é sua funcdo inversa.
Y
m
T D N i
1 -T1/2 _; 0 1 2 m 3m/2 2m :
Parte 14 Calculo | -A- 86 Parte 14 Calculo | -A- 87




A funcao arco cosseno é derivavel?

O teorema da fungéo inversa garante que f~'(x) = arccos(x)
é derivavel no intervalo aberto (—1,+1).

-2 0 1 2 L 3m/2 21
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. ~ [Folha 167]
Mas qual € a derivada da funcdo arco cosseno?

Qual é a derivada de y = arccos(x), para x € (—1,+1)?
Resposta. Se f(x) = cos(x) e f~'(x) = arccos(x), entdo pelo teorema da fungéo
inversa segue-se que

1 1 1
(f(x)) ~ —sen(arccos(x)) Vi1 _x2

(Y =4
Agora

[cos(arccos(x))]? + [sen(arccos(x))? =1 = x?+ [sen(arccos(x))]* = 1

]2:1—X2

= [sen(arccos(x))

= [sen(arccos(x))]2 = V1 — x2
= |sen(arccos(x))| = V1 — x2
= sen(arccos(x)) = V1 — x2,

pois se x € (—1,+1), entdo arccos(x) € (0, ) e, assim, sen(arcsen(x)) > 0.

Parte 14 Célculo | -A- 100

Novo item na tabela de derivadas!

a [arccos(u)] = —

ax \/1_u2.dX.

Parte 14 Célculo | -A- 101

A funcao arco tangente

f: R—{r/2+k-w|keZ} — R

X — y=fx)=1tg(x) nao é inversivel.

1 1 1 1
I I Yy I I
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1

|

1
1 1 1 1
i i y i i
/ 1 / : 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1

! ! ! L x
-3W/2 T -1t/2 0 X, 2 ™ Xy 31172
i i i i
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
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Mas qual é a derivada da func&o arco tangente?
Qual é a derivada de y = arctg(x), para x € R?

Resposta. Se f(x) = tg(x) e f~'(x) = arctg(x), entdo pelo teorema da fungéo inversa

segue-se que
1 1 1

(FY0) = (FT(x))  sec?(arctg(x)) 1+ x2°
Agora
[cos(arctg(x))]? + [sen(arctg(x))]? = 1
I
[cos(arctg(x))]? + [sen(arctg(x))]* _ 1
cos2(arctg(x)) "~ cos?(arctg(x))
U
1 + tg?(arctg(x)) = sec?(arctg(x))
I
1 4 x® = sec?(arctg(x))
I

sec?(arctg(x)) = 1+ x2.
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Novo item na tabela de derivadas!

d
oy laretg(u)] =

Parte 14

au

1+ w2 dx’

Célculo | -A-

[Folha 169]

117

Regras basicas de derivacdo com a regra da cadeia

Funcao Derivada
dy 4 du

_ . C ooy 2
y=yu ax Y dx

_ dy _ du
y = sen(u) - +cos(u) - o

_ ay du
y = cos(u) - —sen(u) - &

B dy 5 du
y =tg(u) af+sec (u)-a

= arcsen(u) L/ + ! L au
Y= dx 1 _u? dx

= arccos(u) b1 L du
y= dx V1—u2 dx

_ ay 1 du
y = arCtg(U) a = +H’7U2 . &

dy du

N 7 gl. =
y=¢ ax % dx

_ dy 1 du
y = In(u) dx  u dx

Parte 14 Célculo | -A- 118
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Mais derivadas

[Folha 171]

Exemplo

Qual é a derivada de y = f(x) = 2*?

Solugéo. Temos que
f(X) X _ eln(2x) _ eX-In(Z).

Assim, usando a regra da cadeia:

af o d [ @] _ xi@e) 9 _ _xh@) _ ox
— (0= — [e }_e - @) = €@ - In(2) = 2° - In(2).
Parte 15 Calculo | -A- 2 Parte 15 Cdlculo | -A- 11
Exemplo Exemplo

Mais geralmente, se y = f(x) = a*, com a > 0, entao

df d . x
a(x):&[a]_a -In(a).

Parte 15 Calculo | -A- 12

Qual é a derivada de y = f(x) = x*?

Solugao. Temos que
f(X) — xX = eln(xx) _ ex-ln(x).

Assim, usando a regra da cadeia:

M = e
gxn(x) (In(x)+x-)1(> = x*-(In(x) +1).

df d [ xinx] _ ey, 9
(0] = ) 2 [ In(x)

Parte 15 Caélculo | -A- 21




Exemplo

Qual é a derivada de y = f(x) = logo(x)?

Solucao. Temos que

1(6) = logio() = 505 = gy - M)
Assim,
dof a1 11 1
) = & |in(10y "”(X)] ~In(10) x _ x-In(10)’

29

[Folha 172]
Exemplo

Mais geralmente, se y = f(x) = log,(x), com b > 0e b # 1, entédo

200 = 5 108500] = 5o

Parte 15 Célculo | -A- 30

Novos itens na tabela de derivadas!

o au
&[a]_a -In(a)-a.

d 1 du
ax 109Ul = 7 In(b) dx’

Parte 15 Célculo | -A-
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Diferenciagao implicita

Parte 15 Caélculo | -A- 32




Motivacao

-
.

A
P

Este circulo ndo é grafico de uma funcao que depende de x!

Parte 15

Motivacao

>
+
<
N
I
N

[Folha 173]

Parte 15 Célculo | -A-
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Motivacao

Como calcular a equacéo da reta tangente ao circulo x? + y? =2
no pontop = (1,1)?

Parte 15

Motivacao

Como calcular a equacéo da reta tangente ao circulo x? + y? =2

no pontop = (1,1)?

Uma saida: use a fungédo y = f;(x) = +v2 — x2!

Parte 15 Caélculo | -A-
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Derivacao implicita
A equacédo da reta tangente ao grafico de y = fi(x) = +v2 — x?
nopontop = (1,1) é:

y=h(M)+A1)-(x=1)

(x—1)

Parte 15 Célculo | -A- 45

. . . [Folha 174]
Derivagao implicita

Outra saida: use derivagcao implicita! Lembrando que y € uma fungao
f; de x, temos que:

d d
2 2 a2 2l . 9 r_
X“+y =2 = dx[x +y} dx[2] = 2x+2yy =0.
Quando x = 1, temos que y = 1 e, portanto,

2 +2(1)y'=0 = y =f(1)=-1.

Desta maneira, a equacéo da reta tangente ao circulo x° + y? = 2 no
ponto p = (1, 1) € dada por

y=HMN+f1)- (x—1)=1+(-1)-(x-1)=2-x.

Parte 15 Caélculo | -A- 56

Nem sempre é facil isolar y!
Calcule a equacéo da reta tangente ao félio de Descartes
x3 + y® = 6 xy no ponto p = (3, 3).

Solucao. Usando derivagao implicita, temos que:

Bryi=6xy = da {xs +y3} _d Bxy] = 3x°+3y%y' =6y+6xy
ax ax '

Quando x = 3, temos que y = 3 g, portanto,

3(32+3(@3)2y =6(3)+6@B)y = 27+27y =18+18y
= y =f(3)=-1.

Assim, a equacéo da reta tangente ao félio de Descartes x3 + y® = 6 xy no
ponto p = (3, 3) é dada por

y=1f38)+f(3) (x—=38)=3+(-1)-(x—3)=6—x.

Parte 15 Célculo | -A- 70

Nem sempre € facil isolar y!

O félio de Descartes x3 + y® = 6 xy e a reta tangente y = 6 — x
no ponto p = (3, 3).

Parte 15 Caélculo | -A- 71




Taxas relacionadas

Parte 15 Célculo | -A- 72

[Folha 175]

Exemplo

Uma escada de 10 m de comprimento esta apoiada sobre uma parede. Se a
base da escada desliza afastando-se da parede a uma velocidade constante
de 1 m/s, com que velocidade o topo da escada esta escorregando para baixo
na parede quando a base da escada esta a 6 m da parede?

10 @-mmmmmmmmmmomme oo

y(t) ¢

escada

Parte 15 Célculo | -A- 73

Exemplo

Solugéo. De acordo com a figura anterior, seja x = x(t) a distancia da base da escada até a
parede e seja y = y(t) a altura do topo da escada. Sabemos que:

ax
dt

O problema pede para calcular

(t) = constante =1m/s e [x(1)?+ [y(1)]* = 10? = 100.

%(t) no instante de tempo t onde  x(t) =6 m.

Agora, para t € [0,10),

DCOP + )P = 100 = & [Ix(0P + (o] = & 1100)

at

= 2x(t) %(1) +2y(1) %(t) =0
dy .. x(f) dx

= E(t) =70 Ft(t)'

Assim, quando x(t) = 6 m, temos que y(t) = /100 — [x(#)]2 = /100 — 36 = V64 = 8 ¢,

portanto,
dy,,. 6 7_§
a=—glt=—zms

Parte 15 Célculo | -A- 83

Exemplo
Bombeia-se ar para dentro de um baldo esférico e seu volume cresce
a uma taxa constante de 100 cm3/s. O quéo rapido esta crescendo o
raio do baldo quando o seu raio é 25 cm?

Solucéo. Sejam V = V(t) o volume e r = r(t) o raio do baldo no tempo t. Sabemos que:

%(1‘) = constante =100cm®/s e V(i) = %w [r(t®.

O problema pede para calcular

%(r) no instante de tempo t onde  r(t) =25 cm.

Agora
Vit = 5elr0F = GVOl= g [elror] = G =ssior Go
ar 1 av

= W= s @

. ar 1 1
Assim, quando r(t) = 25 cm, temos que E(t) = 47 25E 100 = 257 cm/s.
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Aproximacoes lineares (afins)

Parte 16 Caélculo I -A- 2

. ) _ . [Folha 177]
Aproximacoes lineares (afins)

y=I(x)=f(p)+f(p)(x-p)
y=f(x)

f(p) g === === === = 2

X ——— — e — o m— o ——— - ——

R S

y =1(x) = f(p) +f'(p) - (x — p) é aequagdo da reta tangente ao grafico de f em (p, f(p)).

y = I(x) é uma fung@o afim que aproxima y = f(x) perto do ponto p.

Parte 16 Calculo | -A- 5

Exemplo

Use a equacéao da reta tangente para obter uma aproximacao de

v4.05.

Solugdo. Se p = 4, a equacgao da reta tangente ao grafico de y = f(x) = v/x
no ponto (p, f(p)) = (4,2) &

y=I(x)=f(4) +F(4) (x —4) =2+ -(x—4):2+%~(x—4).

1
24
Desta maneira,

V4.05 = f(4.05) ~ /(4.05) = 2 + % - (4.05 — 4) = 2.0125.

Oraculo: v4.05 =2.01246117 ... ..

Parte 16 Célculo | -A- 16

Exemplo

Use a equacao da reta tangente para obter uma aproximacgao de
g0-01

Solugéo. Se p = 0, a equagao da reta tangente ao grafico de y = f(x) = ¥
no ponto (p, f(p)) = (0,1) é
y=1(x)=f0)+F0)- (x—0)=14+€%-(x-0)=1+x.
Desta maneira,
e%0" = £(0.01) ~ /(0.01) = 1 4+ 0.01 = 1.01.

Oraculo: €°%" = 1.01005016.... Note que o calculo da fungéo y = /(x)
usa apenas as quatro operagbes basicas, as Unicas operagbes que um
computador sabe fazer.

Parte 16 Caélculo | -A- 29




Polinbmios de Taylor

Parte 16 Calculo | -A- 30

[Folha 178]

Polinbmios de Taylor de ordem 1

Qual é a melhor reta y = I(x) = ax + b que aproxima uma
fungéao y = f(x) perto de um ponto p?

E necessario algum critério para decidir
qual reta é “melhor” do que a outra!

Usaremos os critérios:
(M p)=1fp) e  (2)I(p)="F(p)

Parte 16 Calculo | -A- 35

Polinbmios de Taylor de ordem 1

Critérios:
(MW ip)=1p) e (2 I(p)="F(p),
onde y =I(x) =ax+b.

De (1) temos que ap + b = f(p) e, de (2), temos que a = f'(p).
Assim, a = f'(p) e b= f(p) — ap = f(p) — f'(p) p.

Logo:

y =ax+b="f(p)x+1f(p)—1f(p)p=r1(p)+fp)(x—p)

€ a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p))!

Parte 16 Célculo | -A- 49

Polinbmios de Taylor de ordem 2

Qual é a melhor parabola y = g(x) = ax® + bx + ¢ que aproxima
uma funcao y = f(x) perto de um ponto p?

Critérios:

(1) a(p) = f(p), (2) d'(p) = f'(p) e (3) 9"(p) = "(p).

Contas mostram que:

Y = a0 = 1(0) + 7(p) (x — p) + ) (x — p).

Parte 16 Célculo | -A- 57




Polinbmios de Taylor de ordem n

Mais geralmente, o polinémio de Taylor de y = f(x) no ponto p é

Exemplo

Calcule o polindbmio de Taylor de ordem 3 de y = f(x) = X no
ponto p = 0. Em seguida, use-o para obter uma aproximacao

de £(0.01) = €01,

[Folha 179]

/ ”(p) 2, f’”(p) ) (p) 4 ") (p) n
=1 =f f - —p)". . - .
() = HR)HT(P) (x=p)+ 5= (=P (-p)+ ar CPI e (ep) Solucdo. Se f(x) = €*, entdo f'(x) = f’(x) = f"(x) = e* e, desta maneira,
f(0) = f(0) = f’(0) = f"(0) = 1. Portanto, o polindmio de Taylor de ordem 3
defnopontop=02¢
} L //(0) f///(o)
Usando a notacdo de somatérios: y = Z‘3(X) _ f(O) + f’(O) (X . 0) (X 0) 3 (X . 0)3
< ”(p) o 1 1
—Z = 1+x+—x2+éx3.
Usando este polinémio, obtemos a aproximagéo €%%' = £(0.01) ~ #3(0.01) =
1+0.01+(1/2) (0.01)2+(1/6) (0.01)® = 1.010050166666666666 . . .. Agora,
o oraculo diz que €% = 1.010050167084168057 .. ..
Parte 16 Caélculo I -A- 65 Parte 16 Célculo | -A- 77
Exemplo Exemplo: y = f(x) = cos(x)
EGeoGebra - polinomios-de-taylor-01.ggb ;|g|5| EGeoGebra - polinomios-de-taylor-02.ggb ;lglﬂ
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
: ofll .-; Mover Arrastar ou selecionar : . ol .-; Mover Arrastar ou selecionar
" /v J’% b‘v ®7 ‘{-u N =22] L] objetos (Esc) ﬂ o /v /1’; b'v ®7 ‘{-a N =) L5 objetos (Esc) j
1= Objetos livres 5t y =) Objetos livres ! y
) f()() = g™y ) f()() = COS()()
3 ordem=0 ordem =0 -3 ordem=0 ordem =0
|2 Objetos dependentes |2 Objetos dependentes
@ ga=1 @ ga=1
e @ g(x)=1 e @ g(x)=1
=3
\/ p=0 \_/
X
p=0
® Entrada ” | :l |C£ :l IComando . :” ® Entrada ” | Ll |0t Ll IComando L”
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Exemplo: y = f(x) = tg(x)

[Folha 180]

Exemplo: y = f(x) = v1+ x

Eﬁeuﬁehra - polinomios-de-taylor-03.9gb ;lglll Eﬁeuﬁehra - polinomios-de-taylor-04.9gb i ;Iglzl
Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
] t ol .. Mover. Arrastar ou selecionar - ] t ol .. Mover: Arrastar ou selecionar
E .Av ’/v "'1:' I>.v ®7 '{{'v X’ = ‘%’v objetos (Esc) Ei E .Av ’/v "'1:' I>v ®7 ‘({'v K = '%'v objetos (Esc) j
2 Objetos livres 5 i i y i i 2 Objetos livres ® v
@ fix) = tan{x) | | i | O fx) = sqrt{1 +x)
-3 ordem=0 | i | | -3 ordem=0
=) Objetos dependentes i i i i I Objetos dependentes
"“Ja=0 : } : : ""Ja=1
e @ g(x}= 1] i i i i e (@ g(x}=1
VAR Ve
i i i i X
a 3 a a
® Entrada; || | Ll |cu Ll IComando - :” ® Entrada; || | Ll |0c Ll IComando L”
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O teorema de Rolle
Teorema
Seja f uma funcao derivavel em (a, b) e continua em [a, b]. Se
f(a) = f(b) = 0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b)
tal que f'(c) = 0.
O teorema de Rolle e o teorema do v
valor médio :
: ; "
a <y cy b
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Exemplo

Se r > 0 e n é um inteiro ndo-negativo qualquer, prove que
f(x) = x2™1 4 r x + s néo pode ter duas raizes reais distintas.

Solugédo. Suponha, por absurdo, que y = f(x) tenha duas raizes reais
distintas a e b. Assim, f(a) = f(b) = 0. Como f ¢é diferenciavel em (a, b)
e continua em [a, b], segue-se pelo teorema de Rolle que existe pelo menos
um c € (a, b) tal que

f'(c) =0,

isto &, f/(x) = (2n+ 1) x2" 4 r possui pelo menos uma raiz real em (a, b).
Mas isto é uma contradicao, pois para todo x € R, ocorre que

2n+1) x*"+ r >0.
——— N =~
>0 >0 >0

Isto mostra que f(x) = x2™'+r x+s néo pode ter duas raizes reais distintas.

Parte 16 Calculo | -A- 91
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O teorema do valor médio

Teorema

Se f € uma fungao derivavel em (a, b) e continua em [a, b], entao existe pelo menos um
ponto ¢ € (a, b) tal que
f(b) —f(a) _ 4
————~ =f(c).
b_a (c)

Parte 16 Calculo | -A- 95

Exemplo

Seja f: [-1,2] — R continua em [—1, 2], diferenciavel em (—1,2) com
f(—1) = —1 e f(2) = 5. Prove que existe um ponto do gréafico de f em
que a reta tangente é paralela areta y = 2 x.

Solugao. Pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (—1,2) tal que

oy f@)—f(=1) 5-(-1) 6
o) =—5-Cn ~2-(1) 3 2

Assim, a reta tangente ao gréfico de f no ponto (c, f(c)) tem coeficiente
angular igual a 2 sendo, portanto, paralela a reta y = 2 x.
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A regra de LHépital

o [Folha 183]
A regra de LHopital
Teorema

Suponha que f e g sejam funcdes diferenciaveis (derivaveis)
e que g'(x) # 0 em uma vizinhanga do ponto p. Suponha

também que
,!'an f(x)=0 e )!'an g(x)=0
ou que
,I('an f(x) = 400 (0U —) e )![)npg(x) = +00 (0U —0).
Entao
f(x) i f'(x)

g0~ b g (x)

se o limite do lado direito existir (ou se ele € —oo ou +00).

Parte 17 Caélculo I -A- 2 Parte 17 Célculo | -A- 3
Exemplo A regra de LHopital
. In(x
Encontre lim Q
x=1 X —1 » A regra de LHépital diz que o limite de uma fungédo quociente é igual

Solugdo. Uma vez que

limIn(x) =0 e lim(x —1) =0,
X—1 X—1
podemos aplicar a regra de LHépital:
d
——[In(x)]
jim M) iy T X Ly
x—1 X —1 x—1 d x—1 1 x—1 X

a[x—1]

Parte 17 Célculo | -A- 12

ao limite do quociente das derivadas do numerador e do denominador,
desde que as condicdes dadas estejam satisfeitas. E importante
verificar que as condicdes com respeito aos limites de f e g antes de
usar a regra de L'Hépital.

» A regra de LHo6pital também é valida para limites laterais ou para limites
no infinito, isto é, “x — p” pode ser trocado por qualquer dos simbolos a
seguir: x — pt, x = p~, X — 400, X = —o0.
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Exemplo

X

. e
Encontre lim —-
X—o00 X'

Solugdo. Temos que limy_,o € = oo e limy_,o X° = co. Logo, podemos
aplicar a regra de L'Hopital:
eX eX

im — = lim —.

X—00 X2 x—00 2 X
Uma vez que ¥ — oo € 2x — oo quando x — oo, podemos aplicar a regra
de LHo6pital mais uma vez:

X X

. e . . eX
im — = Im — = |lim — = 0.
X—00 X2 X—00 2X X—00 2

Parte 17 Calculo | -A- 23
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Exemplo

In(x)

Vx
Solugdo. Temos que limy_,~ IN(X) = oo e limy_,» ¥/X = co. Logo, podemos
aplicar a regra de LHopital:

Encontre lim
X—00

1

| !

fim 10D iy X

x—00 /X x—o00 1 —2/3
3%

Note que 1/x — 0 e x2/3/3 — 0 quando x — oo mas, ao invés de aplicar
novamente a regra de L'Hopital, vamos simplificar a expressao e calcular o
limite diretamente:

. In(x . v . 3
lim L:Ilm —X  — lim —=0.
X—oo X x—o0 1 x-2/3 x—00 /X

Parte 17 Calculo | -A- 33

Exemplo

Encontre lim w
x—0 X

Solug&o. Temos que tg(x) — x — 0 e x> — 0 quando x — 0. Logo, podemos aplicar a regra

de L'Hopital:
_ 2 _
im tg(x) — x _ im S€© (x)—1
x—0 X x—0 3 x2

Note que sec?(x) — 1 — 0 e 3x%> — 0 quando x — 0. Assim, podemos aplicar a regra de
L'Hopital mais uma vez:

lim sec®(x) —1 _ jim 2.56(x) sec(x) tg(x) _ .2 sec?(x) t9(x)

x—0 3x2 x—0 6 x x—0 6 x

Mas 2 sec?(x) tg(x) — 0 e 6x — 0 quando x — 0, assim, podemos aplicar a regra de
L'Hopital outra vez:

2 - 2
lim S€¢ (x) -1 — iim 2 sec(x) sec(x) tg(x) — im 2 sec?(x) tg(x)
x—0 3x2 x—0 6 x x—0 6 x
. 4 sec?(x) tg?(x) + 2 sec*(x) 2 1
lim - = - _.
x—0 6 6 3

Parte 17 Célculo | -A- 50

Cuidado!

Encontre lim L(X).
x—m— 1 —cos(x)

Solugdo. Se tentarmos usar cegamente a regra de LHépital, sem verificar
suas hipéteses, podemos obter um resultado completamente errado:
sen(x) cos(x)

Im ———— = lim = —00
x—r— 1 —cos(X)  x—rx sen(x)

O uso da regra de L'Hopital esta errado aqui, uma vez que 1 — cos(x) — 2~
quando x — 7. O limite pode ser calculado diretamente:

. sen(x) sen(m) 0

lim = = =0.
x—r—1—cos(x) 1-—cos(r) 1-—(-1)
Parte 17 Caélculo | -A- 61




Produtos indeterminados
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. . [Folha 185]
Produtos indeterminados

Para usar a regra de LUHopital para estudar um limite na forma

lim [f(x) - 9(x)]

X—p

com limy_,p f(x) = 0 e limy_,p g(x) = 400 (ou —o0), basta reescrevé-lo em

im 110 - 0] = fim 79 ou i 1106) - g0] = fim S8

X—p C x—=p 1/9(x) —p

9(x)
/
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Exemplo

Calcule lim (x In(x)).
x—0+

Solugéo. Temos que limy_,g+ X = 0 e lim,_,o+ In(x) = — cc. Para usar a regra
de L'Hobpital, vamos reescrever o limite na forma:
In(x)
lim (x In(x)) = lim ——=.
x40+( ( )) x—0t+ 1

X

Note que, no limite da direita, In(x) -+ — oo e 1/x — + oo quando x — 0.
Usando entao a regra de LHépital, vemos que

1
. . In(x) . X .
lim (x In(x)) = lim —~2 = lim —%X = lim (-=x) = 0.
x—>0+( ( )) x—0*t 1 x—0+ _l x—>0+( )
X X2
Parte 17 Célculo | -A- 74

Observacao

No exemplo anterior, também podemos reescrever o limite na forma

X
lim (x In(x)) = lim
x—>0+( ( )) x—0t 1

In(x)

Mas, ao usar a regra de LHopital, obtemos um limite mais complicado
do que o limite inicial:

i 05 () = i, = iy ——— =l (¥ (),
In(x) “x(In(x))?
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Diferencas indeterminadas
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Diferencas indeterminadas

Para estudar um limite na forma
lim [f(x) — g(x)]
com

)![)np f(x) = 400 e lim g(x) = +o0,

X—p
€ necessario converter a diferengca em um quociente
(usando um denominador comum ou racionalizag&o)
ou
colocar algum fator comum em evidéncia.

Parte 17 Calculo | -A-
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81

Exemplo

Calcule X_>I(|7£r/12)_ [sec(x) — tg(x)].

Solugao. Temos que limy_,(/2)- S€C(X) = co e lim,_,(x/2)- tg(X) = co. Para
calcular o limite, usaremos um denominador comum:

Xx—(m/2

fim, _[sec(x) ~tg(x)] =

. 1 sen(x)
lim —
x—(m/2)~ | cOs(Xx)  cos(x)
1 —sen(x) (»
"~ xos(x/2- cos(x)
-0

—cos(x)
x—(m/2)~ —sen(x)

Em (x) usamos a regra de LUHbpital, o que é permitido, ja que 1 —sen(x) — 0
e cos(x) — 0 quando x — (7/2)".

Parte 17 Célculo | -A- 93

Poténcias indeterminadas
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Poténcias indeterminadas

Para estudar um limite na forma

lim [f(x)]9X)

X—p
com
1. limyopf(x) =0 e limy,pg(x) =0,
2. limypf(x) =00 e limy,pg(x)=0 ou
3. limypf(x)=1 e limy_pg(x) = oo (ou —o0),
basta reescrevé-lo

fazendo uma mudancga de base:

lim [F(x)]9%) = lim en[lCN] — fjm g9C)IFCAT — glimsesplgC)-nlf G,
X—=p X—p X—p

Parte 17 Calculo | -A- 103
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Exemplo

Calcule lim x*.
x—0t

Solugdo. Temos que limy_,g+ x = 0. Para calcular o limite, faremos uma
mudanca de base:

; X _ i InpXX] x-In(x) _ Zlim,_ o+ [x:In(x)]
lim x lim e lim e e .
x—0* x—0+ x—0*

Agora, para calcular, lim,_,q+ [x - In(x)] usaremos a regra de LHdpital:

. . In(x) . 1/x .
lim [x-In(x)] = lim ———~ = Iim = lim (—x) =0.
x—>0+[ (x)] x—0t 1/x  x=0t —1/x2 x—>0+( )
Assim,
lim xX = elimX_>0+[x-In(x)] _ eO -1,
x—0t
Parte 17 Calculo | -A- 117

Exemplo
Calcule lim (1 + sen(4 x))°°9().
x—0F

Solugédo. Temos que lim,_,o+(1+sen(4 x)) = 1 e lim,_,o+ cotg(x) = occ. Para calcular o limite,
faremos uma mudanga de base:

lim (1 +sen(4x))°°t9(x) — lim en[(1-+sen(4x))c9t]
x—0* x—0+
— lim ecota(x)-In(1-+sen(4 x))
Xx—0%

_ elimxﬁﬁ[cotg(x)4ln(1+sen(4x))].

Agora, para calcular, limy_,o+ [cotg(x) - In(1 + sen(4 x))] usaremos a regra de LHépital:

In(1 +sen(4x))

Jim_ [eotg(x) -In(t +sen(dx))] = lim ——
400s(4x)
— lim H—Lﬂ(‘lx) = 4.

x—0+  sec?(x)

Assim, lim,_,o+ (1 + sen(4 x))eta(x) = glim,o+[cotg(x)In(1-+sen(4X))] — g4,

Parte 17 Célculo | -A- 132
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As funcdes hiperbdlicas

Parte 18 Caélculo I -A- 2

[Folha 189]

Definicoes e identidades

e +e ¥ & —e* senh(x
cosh(x) = 5 senh(x) = 5 tgh(x) = coshéx;
1 1 cosh(x
sech(x) = cosh(x)’ cossech(x) = senh(x)’ cotgh(x) = senhgx;
cosh?(x) — senh?(x) = 1 e 1 — tgh?(x) = sech?(x).
Parte 18 Célculo | -A-

’

)

A funcao cosseno hiperbdlico

e +e” e —e ¥

Se y = f(x) = cosh(x) = 5 entdo f'(x) = 5 = senh(x).
f(x) = cosh(x)
0 X

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Parte 18 Célculo | -A- 14

A catenaria
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A catenaria

A catenaria

Parte 18

Parte 18
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A funcéo seno hiperbdlico

Se y = f(x) = senh(x) =

, entdo f'(x) = cosh(x)

e te”

2

f(x) = senh(x)

-10

Parte 18

_senh(x)
~ cosh(x)

Se y = f(x) = tgh(x)

A fungéo tangente hiperbdlica

~ 1
entéo f'(x) = sech?(x) = ———.
cosh?(x)
/ f(x) = tgh(x)

Parte 18
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A funcao secante hiperbdlica

Se y = f(x) = sech(x), entdo f'(x) = — sech(x)tgh(x).

Derivadas das funcdes hiperbdlicas

[Folha 191]

Fungao Derivada
Y f(x) = sech(x) y = cosh(u) % = senh(u) - %
2 y = senh(u) % = cosh(u) - %
y = tgh(u) % — sech?(u) - %
y = sech(u) % = —sech(u) - tgh(u) - %
0 y = cossech(u) % = —cossech(u) - cotgh(u) - %
3 2 1 0 1 2 3
y = cotgh(u) % — _cossech?(u) - %
-1
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Bicicletas com rodas quadradas Bicicletas com rodas quadradas
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Bicicletas com rodas quadradas

Derivadas, funcoes crescentes e
decrescentes

[Folha 192]
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¥ Estrutura 1 ¥ Estrutura 1
™ ¥ Estrutura 2 ¥ Estrutura 2
¥ Estrutura 3 ¥ Estrutura 3
0.89
— = e ; = 2 P
-2 - 2 3 4
| 1
]
= |
]
I f
T
1
i
2+ | ¥ Estrutura 4 ¥ Estrutura 4
]
o
T T T
3 1 1 2 3 4
3 : ;
-2+
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Exemplo

¥ Estrutura 1
¥ Estrutura 2

¥ Estrutura 3

T T T
T2 o ™2 ™ 3mi2

¥ Estrutura 4
]
| ‘\ /
/‘Q D n\i/—:?
14
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Funcodes crescentes e decrescentes

Definicao

Dizemos que uma fungéo f: D — C é crescente em um
subconjunto S de D se

VX, X2 €S, X1 <X = f(x1)<f(x).

f(x,)

(x,)

Parte 18 Calculo | -A- 31

FuncoOes crescentes e decrescentes
Definicao

Dizemos que uma funcdo f: D — C é decrescente em um
subconjunto S de D se

VX1,X0 €S, X4 < Xo = f(X1) > f(Xg).

() ===

f(x;)

Parte 18 Célculo | -A-
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Crescimento e decrescimento em intervalos

Teorema

Seja I um intervalo contido no dominio de uma fungdo f. Suponha
que f é diferenciavel em /.

(1) Se f(x) > 0 paratodo x € /, entdo f € uma fungdo crescente
no intervalo /.

(2) Se f'(x) < 0 para todo x € /, entdo f € uma funcdo decrescente
no intervalo /.

Demonstracao: use o teorema do valor médio para derivadas!

Parte 18 Caélculo | -A- 38




Demonstracao

Suponha que f'(x) > 0 para todo x € /. Devemos mostrar que se f é
crescente em /, isto é, devemos mostrar que se xi,x> € I, com X; < Xo,
entdo f(x2) > f(xq). Agora:

~ f(xe) — f(x1)

f(xe) —f(x1) = X X e —x1) 2 F(0)- O — x1),

com ¢ € (xq, X2). Note que em (x) usamos o teorema do valor médio. Como
f'(c) > 0e xo—x; > 0, concluimos que f(x2) —f(x1) > 0, isto &, f(x2) > f(x1).

Um argumento analogo mostra que se f'(x) < 0 para todo x no intervalo /,
entéo f & decrescente em /.

Parte 18 Calculo | -A- 49
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Exemplo

Seja y = f(x) = x + 4/x2. Calcule os intervalos onde f é crescente e
os intervalos onde f € decrescente.

Solugéo. Temos que f'(x) = 1 —8/x3 = (x3 — 8)/x3. Vamos estudar o sinal
da derivada:

Sinal de ° ° 0
3-8 0 2

Sinal de ° 0 0
z3 0 2

Sinal de 0 I ° | 0
(23-8) /a3 0 2

Como f'(x) > 0 para x € (—o00,0) U (2,+00), vemos que f & crescente
em (—o0,0) e f é crescente em (2,+c0). Como f'(x) < 0 para x € (0,2),
vemos que f é decrescente em (0, 2).

Parte 18 Calculo | -A- 59

Cuidado!

A fungéo y = f(x) = x +4/x? ndo é crescente em (—oo,0) U (2, +-00)!

1, eotiebe s - funcas-crescente-Uz.gob [
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
[N A~ S Gy |i*| -'|.=.E.C| __lMover
= | = J = Jecyl + J Arraste um objeto selecionado (Esc)
~ Estrutura 1
¥ Estrutura 2
% Entrada: “ :I a v”Comando... ﬂ
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Exemplo
Seja f uma fungéo tal que f(0) = 0 e f'(x) = x?/(1 + x?) para
todo x € R. Mostre que 0 < f(x) < x para todo x > 0.
Solugao. Primeiro, defina a fungao auxiliar g(x) = x — f(x). Agora, note que

x2 A
1+x2  1+x2

gx)=1-Ff(x)=1- >0 paratodo x € R.

Assim, g é crescente em [0,+o00). Como g(0) = 0 — f(0) = 0—-0 = 0O,
segue-se que

0O<x = g9g0)<gx) = 0<x—f(x) = f(x)<x.

Resta mostrar que 0 < f(x) para todo x > 0. Como f'(x) = x2/(1 + x?) > 0
para x > 0, segue-se que f é crescente em [0, +c0). Logo, como f(0) = 0,
segue-se que

0<x = f0)<f(x) = 0<f(x).
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Na ultima aula
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Crescimento e decrescimento em intervalos

Teorema

Seja / um intervalo contido no dominio de uma fungéo f. Suponha
que f é diferenciavel em /.

(1) Se f'(x) > 0 para todo x € /, entdo f € uma fungcdo crescente
no intervalo /.

(2) Se f'(x) < 0 para todo x € /, entdo f € uma funcdo decrescente
no intervalo /.

Parte 19 Calculo | -A- 3

Exercicio

Seja y = f(x) = x €*. Determine os intervalos onde f é crescente e
os intervalos onde f € decrescente.

Solugéo. Temos que f'(x) = e¥ + xe* = (x + 1) e*. Vamos estudar o sinal
da derivada:

Sinal da ° 0

O
derivada ‘1J

)

pois e* > 0 para todo x € R. Como f'(x) < 0 para x € (—oo, —1), vemos que
f é decrescente em (—oo, —1). Como f'(x) > 0 para x € (—1,+cc), vemos
que f é crescente em (—1, +00).

Parte 19 Célculo | -A- 13

Maximos e minimos
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Motivacao: o problema da caixa

Vocé foi contratado por uma empresa que fabrica caixas sem tampa. Cada caixa é

[Folha 197]

Motivacao: o problema da caixa

P . ~ . =10[>]
construida a partir de um folha retangular de papelao medindo 30 cm x 50 cm. Para e Baer BAo ORrees amEnEEe Jerek A
se construir a caixa, um quadrado de lado medindo x cm é retirado de cada canto = » : |7 . | Deslocar eixos
da folha de papeléo. M ® /v = @ -{,J ol | % | Arraste a area de trabalho ou eixos (Shift + An
T
|—| X
i : - —
z i|: =
[ 5 M
30 cm 30 cm
B | |
I | 50 cm
50 cm
Dependendo do valor de x, diferentes caixas (com diferentes volumes) podem ser
confeccionadas. O problema é determinar o valor de x a fim de que a caixa 9 _Entrada || | [ =][comando .. =
correspondente tenha o maior volume possivel.
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Extremos globais Extremos locais
Definigcao Definicao

Seja f: D — C uma fungao e seja A um subconjunto do dominio D.

(1) Dizemos que p € A é um ponto de maximo global (ou maximo
absoluto) de f em A se

f(p) > (),

Neste caso, f(p) € denominado de valor maximo da fungéo f em A.

Vx € A

(2) Dizemos que p € Aé um ponto de minimo global (ou minimo absoluto)
de fem Ase

f(p) < f(x), Vx € A.
Neste caso, f(p) € denominado de valor minimo da fungéo f em A.

(3) Dizemos que p € A é um extremo global (ou extremo absoluto) de f
em A se p € um ponto de maximo global ou p € um ponto de minimo
global de f em A.

Parte 19 Célculo | -A-
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Seja f: D — C uma fungéo e seja A um subconjunto do dominio D.

(1) Dizemos que p € A é um ponto de méximo local (ou méximo relativo)
de f em A se existe um intervalo aberto /,comp € I e

f(p) > f(x), Vx € INA.

(2) Dizemos que p € A € um ponto de minimo local (ou minimo relativo)
de f em A se existe um intervalo aberto /,comp € I e

f(p) < f(x), VxelnA.

(3) Dizemos que p € A é um extremo local (ou extremo relativo) de fem A
se p é um ponto de maximo local ou p € um ponto de minimo local
de fem A.

Parte 19 Caélculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) = x3, A=R
p = 0 é um ponto de minimo global de y = f(x) = x> em A = R, pois

f(p) = f(0) =0 < x® = f(x), VYxcA

Parte 19 Calculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) = x3, A=R
y = f(x) = x? ndo possui pontos de maximo global em A = R, pois

lim £(x) = +o.

X—00

Parte 19 Calculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) = x2, A=R
p = 0 é o Unico extremo local de y = f(x) = x> em A=R.

Ele € um ponto de minimo local de f em A =R.

Parte 19 Célculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) = x2, A=R
p = 0 é o Unico extremo local de y = f(x) = x> em A=R.

Todo extremo global também é um extremo local!

Parte 19 Caélculo | -A-
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Exemplo: y = f(x) = cos(x), A=R

Todos os pontos da forma p = 7w + 2 k w, com k € Z, sdo pontos de minimo global
de y = f(x) = cos(x) em A =R, pois

f(p) = f(r +2km) = —1<cos(x) =f(x), VxeA
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Exemplo: y = f(x) = cos(x), A=R

Nao existem extremos locais que ndo sejam extremos globais.
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Exemplo: y = f(x) =3x* — 16 x3 + 18 x2, A= [-1,4]

O ponto de maximo globalde fem Aép= —1.

40

20

-20
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Exemplo: y = f(x) =3x* — 16 x3 + 18 x2, A=[-1,4]

O ponto de minimo global de fem Aé p = 3.

40

20

-20
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Exemplo: y = f(x) =3x* —16x3 + 18x%, A= [-1,4]

Os pontos de méaximo local de f em A que ndo séo globais sdop=1e g =4.

y
40
3 20
: x
2 -1 0 1 5
-20
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Exemplo: y = f(x) =3x* —16x3 + 18x%, A= [-1,4]

O ponto de minimo local de f em A que néo € global &€ p = 0.

40
20
. . X
2 1 5
-20
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Exemplo: y =f(x) =x(x—-3)(x+3),A=R

A funcéo f possui apenas extremos locais em A: p = —v/3 é ponto de maximo local
e g = +v/3 é ponto de minimo local de f em A.

S
x
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Exemplo: y = f(x) = arctg(x), A=R

A fungado f ndo possui extremos locais nem extremos globais em A.

Parte 19
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Exemplo: y = f(x) = x, A= (—1,+1)

A funcao f nao possui extremos locais nem extremos globais em A.

[Folha 201]

Quando é possivel garantir a existéncia
de extremos globais?

__________ -
Parte 19 Caélculo I -A- 67 Parte 19 Célculo | -A- 68
O Teorema de Weierstrass Cuidado!
No teorema de Weierstrass é importante que A seja um intervalo limitado!
y
Teorema
Sejam f: D — C uma fungdo e A um subconjunto do dominio O. | |7 IITITIRTT H
Se A = [a, b] é um intervalo fechado e limitado e f é continua em A,
entao f possui pelo menos um ponto de minimo global e pelo menos
um ponto de maximo global em A. 0 x
_____________________________ o o __
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Cuidado! Cuidado!
No teorema de Weierstrass é importante que A seja um intervalo fechado! No teorema de Weierstrass é importante que f seja uma fungéo continua!
y y
If-===--m- - I --=----- -
i ¢
0 E X 0 E X
2 -1 0 1 2 2 - 0 1 2
i :
/ o / o
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A regra de Fermat
Teorema
Sejam f: D — C e A um subconjunto do dominio D. Se p € um
COmO CalCUlar 03 eXtremOS de uma extremo local de f em A, f é diferenciavel em p e p é ponto interior
fu ngéo? de A, entdo p € um ponto critico de f, isto &,
f'(p) = 0.
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Situacao ideal

Se A = [a,b] e f € continua em A = [a, b], entdo, pelo teorema de
Weierstrass, f possui extremos globais em A = [a, b].

Se um extremo global esta no interior de A, isto é, se um extremo esta
no intervalo aberto (a, b) e se f é diferenciavel em (a, b), entao, pela
regra de Fermat, este extremo deve ser um ponto critico de f, isto &,
ele deve anular a derivada de f.

Nesta situacdo ideal, os candidatos a extremos globais sdo os pontos
criticos de f em (a, b), o ponto a e o ponto b. Para saber quem é ponto
de maximo global e quem é ponto de minimo global, basta avaliar a
funcéo f nos candidatos.

O problema da caixa se enquadra nesta situacdo ideal. Vamos
resolvé-lo!
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O problema da caixa

50 cm

30 cm

[Folha 203]

Solugdo. Aqui, y = f(x) = x(30 — 2x)(50 —2x) = 1500x — 160x% + 4x3 e

A=1[0,15].

Parte 19
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O problema da caixa

Solugdo. Aqui, y = f(x) = x(30 —2x)(50 — 2x) = 1500x — 160x> + 4x° e
A = [0,15]. Note que f é continua e A = [0, 15] é um intervalo fechado e limitado.
Pela teorema de Weierstrass, f possui pelo menos um ponto de minimo global e
pelo menos um ponto de maximo global em A = [0,15]. Certamente, os pontos
de méaximo global sdo diferentes de 0 e sdo diferentes de 15. Assim, os pontos de
méximo global estdo no intervalo aberto (0, 15). Como f ¢ diferenciavel em (0, 15),
segue-se pela regra de Fermat que os pontos de maximo global de f em A sé@o os
pontos criticos de f no intervalo (0,15). Como

L _40-5/19 404519

f'(x)=1500 —320x + 12x* =0 < 3 ux 3

os candidatos a pontos de maximo global sao

40 — 5v/19 40 4+ 5v/19
X1 :# e Xzzf.

Como x, > 15, vemos que o ponto de méximo global & x; = (40 —5v/19)/3
= 6.06850175... cm. O volume maximo correspondente é dado por f(x1) =
4104.41036767 ... cmd.
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Na ultima aula
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O Teorema de Weierstrass

Teorema

Sejam f: D — C uma fungdo e A um subconjunto do dominio D.
Se A = [a, b] é um intervalo fechado e limitado e f é continua em A,
entdo f possui pelo menos um ponto de minimo global e pelo menos
um ponto de méaximo global em A.

Parte 20 Calculo | -A- 3

A regra de Fermat

Teorema

Sejam f: D — C e A um subconjunto do dominio D. Se p € um
extremo local de f em A, f é diferenciavel em p e p é ponto interior
de A, entdo p € um ponto critico de f, isto &,

f'(p) = 0.

Parte 20 Célculo | -A-

Classificando pontos criticos

Parte 20 Célculo | -A- 5




Cuidado!

A reciproca da regra de Fermat é falsa!

Nem todo ponto critico de uma funcao € extremo local da fungao.

Parte 20

Calculo | -A-

Cuidado!

p = 0 & ponto critico de y = f(x) = x3 (pois f'(p) = f/(0) = 0),
mas p = 0 ndao € um extremo local de f em A = R.

Parte 20
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Precisamos de um classificador de

Parte 20

pontos criticos!

Célculo | -A-

O teste da derivada primeira

Teorema

Sejam f: D — C, A um subconjunto do dominio D e p é um ponto
critico de f no interior de A.
(1) Se f'(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p e f(x) < 0 para todo x a direita de p e
suficientemente proximo de p, entdo p é ponto de maximo local

de f em A.

f'(x)>0 f'(x)<0

Parte 20

Caélculo | -A-




O teste da derivada primeira
Teorema

(2) Se f'(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p e f(x) > 0 para todo x a direita de p e
suficientemente préximo de p, entdo p € ponto de minimo local
de f em A.

f'(x)<0 f'(x)>0

Parte 20 Calculo | -A- 15
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O teste da derivada primeira

Teorema

(8) Se f'(x) > 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f'(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p nao é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A. Neste caso dizemos que p é um ponto
de sela de f em A.

y

Parte 20 Calculo | -A- 19

O teste da derivada primeira
Teorema

(4) Se f'(x) < 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f'(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo € ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A. Neste caso dizemos que p € um ponto
de sela de f em A.

y
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Exemplo

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x® — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x2 — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ~ ° ~ 0
derivada e O
V3 +v/3
Como, no ponto critico p = —+/3, o sinal da derivada muda de + para —,
segue-se que p = —/3 é um ponto de maximo local de f em R. Como, no

ponto critico p = +v/3, o sinal da derivada muda de — para +, segue-se que
p = ++/3 é um ponto de minimo local de f em R. Note que estes extremos
nao sao globais, pois

XETOO f(x) =400 e Xﬂrpoo f(x) = —o0.
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Exemplo: y = f(x) =x3-9x,A=R

A fungéo f possui apenas extremos locais em A: p = —/3 é ponto de méaximo local
e g = +v/3 é ponto de minimo local de f em A.

o - ————

Exemplo

Calcule os pontos criticosde y = f(x) = x> —6x2+12x -7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x? —12x + 12 = 3(x — 2)2. Vamos estudar o
sinal da derivada:

V3 »
3 '\/5 0 i 3 Sinal da 0 ~ 0
1 derivada ‘;
Como, no ponto critico p = 2, o sinal da derivada ndo muda, segue-se que
p =2 é um ponto de sela de f em R.
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Exemplo: y = f(x) =x3 —6x2+12x-7,A=R

A funcao f ndo possui apenas extremos locais nem extremos globais em A.
O ponto critico p = 2 € um ponto de sela de f.

(S S

Parte 20 Célculo | -A-
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Ja vimos que f'(x) = (x + 1) €*. Também ja estudamos o sinal da
derivada de f:

Sinal da ° ~ 0
O
1

derivada

Assim, p = —1 é o Unico ponto critico de f. Como, no ponto critico p = —1,
o sinal da derivada muda de — para +, concluimos pelo teste da derivada
primeira que p = —1 é ponto de minimo local de f em R.

Parte 20 Caélculo | -A- 57




Parte 21

Céalculo | -A-

Humberto José Bortolossi

Departamento de Matematica Aplicada
Universidade Federal Fluminense

Parte 21

Versdo 0.9

Calculo | -A-

[Folha 209]



Convexidade, concavidade e pontos de
inflexao

Parte 21 Calculo | -A-

O que estas funcdes tém de diferente?

y

grafico de f

gréfico de f

Parte 21

Calculo | -A-
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Convexidade (concavidade para cima)
Definicao
Dizemos que uma fungao f definida em um intervalo / é convexa
(ou cbncava para cima), se o segmento de reta secante que passa

pelos pontos (p, f(p)) e (q, f(q)) sempre esta acima ou coincide com
o grafico de f para qualquer escolha de pontos pe g em /.

Y

f(p)

grafico de f

fla)

Parte 21 Célculo | -A-

Concavidade (concavidade para baixo)

Definicao

Dizemos que uma fungao f definida em um intervalo / € concava (ou
cOncava para baixo), se o segmento de reta secante que passa pelos
pontos (p, f(p)) e (q,f(q)) sempre esta abaixo ou coincide com o
grafico de f para qualquer escolha de pontos pe gem /.

grafico de f

Parte 21
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Convexidade e concavidade em intervalos

Teorema

Seja / um intervalo contido no dominio de uma fungéo f. Suponha
que f, f' e f” sejam continuas em /.

(1) Se f’(x) > 0 para todo x € [/, entdo f é uma fungédo
cbncava para cima no intervalo /.

(2) Se f’(x) < 0 para todo x € [/, entdo f é uma fungéo
cbncava para baixo no intervalo /.

Parte 21 Calculo | -A- 8
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Justificativa
¥
¥ Estrutura 1
[ Estrutura 2
/ | \/
i ¥
i
| ¥ Estrutura 3
1
|
|
|
¥
¥ Estrutura 4
/
Parte 21 Célculo | -A- 9

Exemplo

Seja y = f(x) = x3 — 9 x.
Determine os intervalos onde f é cdncava para cima, os intervalos
onde f € cOncava para baixo e os pontos de inflexao de f
(os pontos no dominio de f onde existe mudanca de concavidade).

Solugao. Temos que f/(x) = 3x2 — 9 e, portanto, f/(x) = 6 x. Vamos estudar
o sinal da derivada segunda:

Sinal da ° 0

derivada O
segunda 0

Assim, f é cbncava para baixo no intervalo (—co,0) e f é concava para cima
no intervalo (0, +o0c). Conseqlientemente, p = 0 é o Unico ponto de inflexao
de f.

Parte 21 Célculo | -A- 21

Estudo da concavidade da fungédo y = f(x) = x3 — 9 x

p = 0 é o Unico ponto de inflexado de f.

---
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Exercicio

Sejay = f(x) = xe~.
Determine os intervalos onde f é cdncava para cima, os intervalos
onde f é cbncava para baixo e os pontos de inflexao de f
(os pontos no dominio de f onde existe mudanca de concavidade).

Solucdo. Ja vimos que f'(x) = (x + 1) e*. Logo, f'(x) = e+ (x +1)eX =
(x + 2) e*. Vamos estudar o sinal da derivada segunda:

Sinal da ° 0

derivada O
segunda 2

Assim, f é cbncava para baixo no intervalo (—oco, —2) e f é cbncava para
cima no intervalo (—2, +o00). Consequentemente, p = —2 € o Unico ponto de
inflexdo de f.
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Classificando pontos criticos usando a
derivada segunda

Parte 21 Calculo | -A- 34

O teste da derivada segunda

Teorema

Sejam f: D — C, A um subconjunto do dominio D e p € um ponto
critico de f no interior de A. Suponha que f, f' e f” sejam continuas.

(1) Se f"(p) > 0, entdo p é ponto de minimo local de f em A.

(2) Se f’(p) < 0, entdo p é ponto de maximo local de f em A.

Parte 21 Célculo | -A- 37

Exemplo

Use o teste da derivada segunda para classificar os pontos criticos
dey=f(x)=x%-9x.

Solugéo. Temos que f/(x) = 3x2 — 9 = 3(x? — 3) e, portanto, /(x) = 6 x.
Vimos que p = —v/3 e g = ++/3 s&0 0s Unicos pontos criticos de f. Como
f'(p) = f"(—V3) = -6 V3 < 0,

segue-se que p = —/3 é ponto de maximo local de f em R. Do mesmo
modo, como

f'(q) = f'(+v3) = +6 V3 > 0,

segue-se que g = ++/3 é ponto de minimo local de f em R.
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Exemplo: y = f(x) =x3-9x,A=R

A fungéo f possui apenas extremos locais em A: p = —/3 é ponto de méaximo local
e g = +v/3 é ponto de minimo local de f em A.

S
x
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Exercicio

Use o teste da derivada segunda para classificar os pontos criticos
de y = f(x) = x e~.

Solugdo. Ja vimos que p = —1 € o Unico ponto critico de f. Também ja vimos
que f’(x) = (x + 2) *. Como

f'(p)=f"(-1)=(-1+2)e'=e" >0,

segue-se que p = —1 é ponto de minimo local de f em R.
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Cuidado!

Se f(p) = 0, nada podemos afirmar sobre o ponto p:
ele pode ser um ponto de minimo local, um ponto de maximo local
ou um ponto de sela.

Y Y Y

Como fazer um bom esboc¢o do gréfico
de uma funcao?

\

0

T

e

/ | |

f(x) = +x*

Parte 21

h(x) = +x3

Célculo | -A-
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Exercicio

Tente fazer um esboco do grafico da fungao

X

y=1f(x)=xe".

Faca cada grafico em um sistema de eixos coordenados diferente.
Use o que quiser, inclusive a sua calculadora!
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Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Como fazer um bom esboco do gréfico
de uma funcao?

Parte 22 Calculo | -A-

Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Usando calculo para fazer esbocos de

graficos de fungdes

Parte 22 Calculo | -A-

Roteiro

(1) Dominio da fung&o.

[Folha 217]

(2) Intersecao do grafico da fungao com os eixos coordenados.

(3) Simetrias: funcéo par, funcao impar, fungéo periédica.
(4) Assintotas horizontais e verticais.

(5) Pontos onde a fungéo nao é derivavel.

(6) Intervalos de crescimento e decrescimento.

(7) Maximos e minimos locais.

(8) Concavidade e pontos de inflexao.

Parte 22 Calculo | -A-

Exemplo

Parte 22 Célculo | -A-

(1) Dominio da fungéao

2x
fix)=
X

Odominiode fé D={xecR | x> —1#0}=R—{-1,1}.

Parte 22 Caélculo | -A-




(2) Intersecao com os eixos coordenados

y

2
fix)= X

A intersecéo do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersecdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas

2x?
X2 _
Logo, o gréfico de f intercepta o eixo x também no ponto (0, 0).

f(x)=0 =0 = x=0.

Parte 22 Calculo | -A- 26
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(3) Simetrias

2
fix)= X

2(—x)?2 2 x2
Como f(—x) = (_)(()211 =323

grafico é simétrico com relagao ao eixo y. A fungao f nao é impar, pois f(—2) = 8/3 # —8/3 = —f(2).

= f(x),¥x € D, concluimos que a fungao f é par. Logo, o seu

Parte 22 Calculo | -A- 35

(4) Assintotas

2
: : fix)=
: : x -1
Como o denominador da fungao é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdo as retas x = —1 e x = 1. Agora, como
im 2 iim 2 fim 2% im 2
— = o0 = — 0 —— = — = o0
x—1t x2 —1 ’ Xx—1- x2 —1 ’ x——1t x2 —1 ’ X——1— x2 —1 ’

concluimos que, de fato, as retas x = —1 e x = 1 s&o assintotas verticais do gréafico de f.
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(6) Crescimento e decrescimento
[l

{ é decrescente em (0,1)
{ é decrescente em (1,+°0)

{ é crescente em (-00,-1) : : f(x)= g
{ é crescente em (-1,0) X1
L]
4 2_1)—(2x3)(2 —4 . . .
Temos que f'(x) = (#x)(x )= (2x9)(2x) = X__ . O estudo do sinal da derivada nos da
(e 1) (=17
Sinal da 0 ~ 0 O ~ °
derivada ~ ® ~
-1 0 +1

Assim, f é crescente em (—oo, —1), f é crescente em (—1,0), f é decrescente em (0, 1) e f é decres-
cente em (1, 400).

Parte 22 Caélculo | -A- 69




(6) Maximos e minimos locais

{ é decrescente em (0,1)
{ é decrescente em (1,+°20)

{ é crescente em (-°0,-1) fix)= x

{ é crescente em (-1,0) X1

swa O © ., © ©

O O
derivada ~ ~
+1

-1 0

Vimos no item anterior que o Unico ponto critico de f € p = 0. Como, em p = 0, o sinal da derivada
muda de + para —, concluimos pelo teste da derivada primeira que p = 0 € ponto de méximo local de f
em D.

Parte 22 Calculo | -A- 75

[Folha 219]

(8) Concavidade e pontos de inflexdo

{ é decrescente em (0,1)
{ é decrescente em (1,+420)

{ é crescente em (-00,-1) fix)= x

f é crescente em (-1,0) X1

(4P - 1)) — (4x)(2(x* —1)2x) _12x*+4
(x2—1)4 T (x2-1)3
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda é o sinal de x> — 1. Assim,

Temos que f’(x) = . Como 12x2 + 4 > 0 para

f'(x)>0&e x< —1oux>1 e f'(x)<0&e —1<x<1.

Consequentemente, f é concava para cima em (—oo, —1), f é cbncava para baixo em (—1,1) e f é
concava para cima em (1, +00).

Parte 22 Calculo | -A- 87

Pronto!

O X
2)(2
f(x)=5—
x -1
Parte 22 Célculo | -A- 88

Exercicio

Seguindo o roteiro, faga um esbogo do gréafico de y = f(x) = x e*.

Parte 22 Caélculo | -A- 89




(1) Dominio da fungéo

X
f(x)=xe

O dominiode f é D = R.

Parte 22 Calculo | -A- 92

3 . [Folha 220]
(2) Intersecao com os eixos coordenados

y

X
f(x)=xe

A intersecéo do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A interse¢do do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas

f(x)y=0 = xe¥=0 = x=0.

Logo, o gréfico de f intercepta o eixo x também no ponto (0, 0).

Parte 22 Calculo | -A- 105

(3) Simetrias

X
f(x)=xe

A fungéo f n&o é par, pois f(—1) = —e~ ' # €' = f(1). A fungéo f ndo é impar, pois f(—1) = —e~" #
—el = —f(1).

Parte 22 Célculo | -A- 110

(4) Assintotas

X
f(x)=xe

Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Observe que

* 1
lim f(x)= Ilim (xe&*)= lim = lim =0
X——00 ( ) xa—oc( ) X——00 @ X X——00 —@—X ’

X

onde, em (x), usamos a regra de L'Hopital. Concluimos assim que a reta y = 0 € uma assintota hori-
zontal do grafico de f. Observe também que, limy_, ;- (x €*) =+occ. A fungao f ndo possui assintotas
verticais, pois f € continua em R.

Parte 22 Célculo | -A- 123




(5) Pontos onde a funcéo nao é derivavel
o

X
f(x)=xe

Parte 22 Caélculo | -A- 124

) o o [Folha 221]
(5) Pontos onde a funcao nao é derivavel

v

X
f(x)=xe

A fungao f é derivavel como subtracdo, multiplicacéo e divisdo de fungdes derivaveis. Logo, o grafico
de f ndo possui “bicos” e nem pontos onde a reta tangente é vertical.

Parte 22 Calculo | -A- 126

(5) Crescimento e decrescimento
v

X
f(x)=xe

{ é decrescente em (-0C -1)
{ é crescente em (-1,+20)

Na aula passada vimos que f'(x) = (x + 1) e e ja fizemos o estudo do sinal da derivada de f:

Sinal da ° 0
@

derivada

1

Como f'(x) < 0 para x € (—oo,—1), vemos que f é decrescente em (—oo, —1). Como f'(x) > 0 para
x € (—1,+400), vemos que f é crescente em (—1, +00).

Parte 22 Célculo | -A- 132

(7) Maximos e minimos locais

X
f(x)=xe

{ é decrescente em (-0 -1)
{ é crescente em (-1,+200)

Sinal da Q ® 0

derivada

1

Na dltima aula vimos que p = —1 é o Unico ponto critico de f e que, pelo teste da derivada primeira,
p = —1 é ponto de minimo local de f em R.
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(8) Concavidade e pontos de inflexdo

X
f(x)=xe

{ é decrescente em (-0C -1)
{ é crescente em (-1,+00)

Na aula passada vimos que f”(x) = (x +2) e* e ja fizemos o estudo do sinal da derivada segunda de f:

Sinal da Q 0

derivada @
segunda 2

Assim, f & concava para baixo no intervalo (—oo, —2) e f é concava para cima no intervalo (—2, +00).

Consequentemente, p = —2 € o Unico ponto de inflexao de f.

Parte 22 Caélculo | -A- 142

Pronto!

[Folha 222]

f(x)=xe

Parte 22
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Integrais indefinidas

Parte 23 Calculo | -A-

[Folha 224]
Exemplo

Qual é a funcdo y = F(x) cuja derivada € y = f(x) = cos(x)?

Resposta: F(x) = sen(x) + C, com C uma constante real.

Notacao: /cos(x) dx = sen(x) + C.

Parte 23 Célculo | -A- 7

Exemplo

Qual é a funcdo y = F(x) cuja derivada é y = f(x) = e*?

Resposta: F(x) = € + C, com C uma constante real.

Notacgao: /eX dx = e+ C.

Parte 23 Célculo | -A-

Exemplo

Qual é a funcdo y = F(x) cuja derivada é y = f(x) = x?

2

X
Resposta: F(x) = ) + C, com C uma constante real.

X2
Notagéao: /x ax = o + C.

Parte 23 Célculo | -A- 16




Mais geralmente ...

Exemplo

[Folha 225]

dF k+1
Escrevemos /f(x) dx=F(x)+C se W(X) = f(x). Se k # —1, entao /xk dx = l)((+ 1 + C.
Parte 23 Caélculo | -A- 17 Parte 23 Célculo | -A- 19
Cuidado! Integrais indefinidas basicas
1
Se k = —1, entdo /x‘1 dx = /} dx = In(|x]) + C.
De fato! Para x > 0, temos que
d 1 / kd X C k # —1
— = — — — — x 1 > [ X7 aX = + C, para —1.
ax In(|x]) + C} ax [In(x) + C] =X Kk + 1
Para x < 0, temos que 1
d 1 1 > /; dx = In(|x]) + C.
_ Y _ oy Dt
ax In(|x]) + C} = [In( X) + C} — (-1) X=X
Em qualquer caso da In(|x C|= 1 Assim
qualqu Sl LUCORS ot ;
1
/x dx =In(|x]) + C.
Parte 23 Célculo | -A- 31 Parte 23 Célculo | -A- 35




Integrais indefinidas basicas

v

/cos(x) dx = sen(x) + C.

v

/sen(x) dx = —cos(x) + C.

v

/sec2(x) dx = tg(x) + C.

v

/sec(x) tg(x) dx = sec(x) + C.

Parte 23 Calculo | -A- 43

Integrais indefinidas basicas

> / cossec?(x) dx = — cotg(x) + C.

> / cossec(x) cotg(x) dx = — cossec(x) + C.

Parte 23 Calculo | -A-

[Folha 226]

47

Integrais indefinidas basicas

v

/cosh(x) dx = senh(x) + C.

v

/senh(x) dx = cosh(x) + C.

v

/sech2(x) dx = tgh(x) + C.

v

/sech(x) tgh(x) dx = — sech(x) + C.

Parte 23 Célculo | -A- 55

Integrais indefinidas basicas

> /cossechQ(x) dx = — cotgh(x) + C.

> / cossech(x) cotgh(x) dx = — cossech(x) + C.

Parte 23 Caélculo | -A-

59




Integrais indefinidas basicas

1
> dx = arcsen(x) + C.
[ 7= )

dx = arccos(x) + C.

"
> /1+—x2 dx = arctg(x) + C.

Parte 23 Calculo | -A- 65

[Folha 227]

Duas propriedades de integrais indefinidas

. / [F(x) + g(x)] dx = / F(x) dx + / 9(x) d.

> /[c- f(x)]dx=c- /f(x) dx, onde ¢ é uma constante.

Parte 23 Calculo | -A- 69

Exercicio

Calcule/((\S/})z—2> dx.

Solugdo. Temos que

/((\3/7()2—2) dx = /<x2/3_2> dx = /X2/3dx—/2dx

X2/3+1 5/3

X
5/3
= 3X5 —-2x+ C.

Parte 23 Célculo | -A- 77

Exercicio

Calcule/%dx.
1 + senh®(x)

Solugdo. Temos que

1 1 1
/1+senh2(x) x = /1+(cosh2(x)—1)dx N /coshz(x) o

= /sechz(x) dx = tgh(x)+ C.

Parte 23 Caélculo | -A- 84




Exemplo

1
—_ F’
2.

y'=
y(1)

Resolva o problema de valor inicial

I >x<l—=

Solugdo. Temos que

1 1 1 1 1
L o v _ s o -3
y_X 3 = y_/<x x3> dx_/xdx /x ax.

Assim,
-2

X 1
y =1In(|]x]) — — C=In(|x]) + o2 C.

Como y(1) = 2, segue-se que 2 = In(|[1]) +1/(2(1))) +C=0+1/2+ C =

) o [Folha 228]
Interpretacdo geométrica

The Slope Field Applet

|
!
|

|
|
|

H— i ——i— |

1/2+ C. Desta maneira, C =2—1/2 = 3/2. Portanto, a solu¢ao do problema ‘ ,.«:1 1103 |
de valor inicial é -
—In(|x|)+L+§ P“c; Opti Instructi |
V= ox2 2
Parte 23 Caélculo I -A- 98 Parte 23 Célculo | -A- 99
Roteiro
(1) Dominio da fungéo.
(2) Intersecao do gréfico da fungdo com os eixos coordenados.
(3) Simetrias: funcéao par, funcao impar, funcao periédica.
Exercicio (4) Assintotas horizontais e verticais.

Parte 23 Célculo | -A- 100

(5) Pontos onde a funcéo nao é derivavel.
(6) Intervalos de crescimento e decrescimento.
(7) Maximos e minimos locais.

(8) Concavidade e pontos de inflexao.

Parte 23 Caélculo | -A- 101




Exemplo

Parte 23 Calculo | -A- 102
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(1) Dominio da fungéo

X
-3m -5m/2 -2t -3m/2 - -m/2 0 2 m 3n/2 2m 5m/2 3m

_ _cos(x)
X)_2+sen(><)

O dominiode f é D =R.

Parte 23 Calculo | -A- 105

(2) Intersegao com os eixos coordenados

y

112

X
-3m -5m/2 -2m -3m/2 - -T2 0 2 ™ 3m/2 2m 5m/2 3m

cos(x)
2+sen(x)

f(x)=

A intersecao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = cos(0)/(1 + sen(0)) =
1/2, segue-se que o gréafico de f intercepta o eixo y no ponto (0,1/2). A intersegdo do grafico com o
eixo x é obtida fazendo-se f(x) = 0. Mas

- cos(x) T )
flx)=0 = 72+sen(x)70 = x72+k T, comk € Z..

Logo, o gréafico de f intercepta o eixo x também nos pontos (7/2 + k - ,0), com k € Z.

Parte 23 Célculo | -A- 118

(3) Simetrias

112

X
-3m -5m/2 -2m -3m/2 - -T2 0 /2 ™ 3m/2 2m 5m/2 3m

cos(x)
2+sen(x)

f(x)=

Como f(—m/6) = cos(—n/6)/(2 + sen(—7/6)) = v/3/3 e f(7/6) = cos(r/6)/(2 + sen(x/6)) = V/3/5,
segue-se que f nao é uma fungao par (pois f(—r/6) # f(w/6)) e f nao é uma fungéo impar (pois
f(—m/6) # —f(7w/6)). A fungdo f é periédica, pois

cos(x +2m) cos(x)

fix+2m) = 2+sen(x +2m) - 2 4 sen(x) = 1), xR

Parte 23 Caélculo | -A- 130




(4) Assintotas

172

X
-3m -5m/2 -2t -3m/2 - -m/2 0 2 m 3m/2 2m 5m/2 3m

cos(x)
2+sen(x)

f(x)=

A funcéo f ndo possui assintotas horizontais, pois f é periédica e nao constante. A fungao f nao possui
assintotas verticais, pois f é continua em R.

Parte 23 Calculo | -A- 133

) o o [Folha 230]
(5) Pontos onde a funcao nao é derivavel

172

X
-3m -5m/2 -2t -3m/2 - -m/2 0 2 m 3n/2 2m 5m/2 3m

_ _cos(x)
X)_2+sen(><)

A fungao f é derivavel como subtracdo, multiplicacéo e divisdo de fungdes derivaveis. Logo, o grafico
de f ndo possui “bicos” e nem pontos onde a reta tangente é vertical.

Parte 23 Calculo | -A- 136

(6) Crescimento e decrescimento

103

112

7m/6 1111/6 M
-3m -5m/2 -2m -3m/2 - -T2 0 2 ™ 3m/2 2m 5m/2 3m

103

cos(x)
2+sen(x)

f(x)=

Logo, f é crescente nos intervalos (%r +2k7r7ﬂT7r +2k7r), com k € Z e f é decrescente nos
) Mr s . ~
intervalos 5 +(2k —1)m, 5 +2km ), com k € Z. Os pontos criticos de f sdo

%-&-ka e HTﬁ-i-ka, comk € Z.

Parte 23 Célculo | -A- 148

(8) Concavidade e pontos de inflexao

cos(x)

)= rsen(0)

Temos que
2 cos(x)(1 — sen(x))
- (2+sen(x))

Como (2 +sen(x))® > 0e 1—sen(x) > 0, segue-se que o sinal da derivada segunda é dado pelo sinal
de —cos(x). Assim, f’(x) >0 < cos(x) <0< x € (n/2+2kn,37/2+ 2km), com k € Z. Entao, o
grafico de f é concavo para cima nos intervalos (7/2 + 2k m,37/2 + 2 k) e cOncavo para baixo nos
intervalos (37/2+2kn,57/2+2k ), comk € Z.

f//(x) —

Parte 23 Caélculo | -A- 164




Pronto!
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Exercicios

. [Folha 233]
Roteiro

(1) Dominio da funcéo.

(2) Intersecao do grafico da fungao com os eixos coordenados.
(3) Simetrias: funcéo par, funcao impar, fungéo periédica.

(4) Assintotas horizontais e verticais.

(5) Pontos onde a fungéo nao é derivavel.

(6) Intervalos de crescimento e decrescimento.

(7) Maximos e minimos locais.

(8) Concavidade e pontos de inflexao.

Parte 24 Calculo | -A- Parte 24 Calculo | -A- 3
Exemplo (1) Dominio da funcao
1 :
y=1Ffx)=-1--+—
X X
Odominiode fé D= {x cR | x #0ex?+#0} =R — {0}.
Parte 24 Calculo | -A- Parte 24 Calculo | -A- 9




(2) Intersecao com os eixos coordenados

Y

145 145

Como 0 néo pertence ao dominio de f, segue-se que o gréafico de f ndo intercepta o eixo y. A intersecdo

do gréafico com o eixo x é obtida fazendo-se f(x) = 0. Mas

[Folha 234]

(3) Simetrias

145 145

Como f(—2) = —1/4 e f(2) = —5/4, segue-se que f ndo é uma fungéo par (pois f(—2) # f(2)) e f ndo

€ uma fungao impar (pois f(—2) # —£(2)).

2 - -1-v5 -1 5
f(X):_1_1+l:—7X X 1:O = xX4+x-1=0 = x:71 fouxzi_'_f_
X  x2 X2 2 2
Logo, o gréfico de f intercepta o eixo x nos pontos ((—1 — v/5)/2,0) e ((—1 + v/5)/2,0).
Parte 24 Caélculo | -A- 19 Parte 24 Célculo I -A- 26
(4) Assintotas (4) Assintotas
v M
145 145 145 145
2 0 2 M 2 0 2 x
(.,,:,x,'.' f|)):,lrl~'
Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Como Como f é continua em x # 0, a Unica candidata a assintota vertical é a reta x = 0. Agora, como
. . 1 1 _ . . 1 1 X2 + X — 1 X2 + X — 1
_ B b — _ 4 b — _q+ . T B _ . _ . . _
XETOO f(X) - xlToo < 1 X + X2> e Xgrpoo f(X) Xgrrloo < 1 X * X2> ! ’ XILFQJr f(X) - lerg+ X2 =t e XILrQ* f(X) B XIHE* X2 = too
concluimos que a reta y = —1 é a Unica assintota horizontal do grafico de f. concluimos que, de fato, a retas x = 0 € uma assintota vertical do gréafico de f.
Parte 24 Célculo | -A- 37 Parte 24 Célculo | -A- 47




(5) Pontos onde a funcéo nao é derivavel
K

{ € crescente em (-°0,0) e em (2,+°0)
f ¢ decrescente em (0,2)

1-/8 -145
2 0 2 "
2
-514 —e— =

1
fix)=-1--+
x

A fungao f é derivavel como subtracdo, multiplicagéo e divisdo de fungdes derivaveis. Logo, o grafico
de f ndo possui “bicos” e nem pontos onde a reta tangente é vertical.

Parte 24 Calculo | -A- 50

. . [Folha 235]
(6) Crescimento e decrescimento

I

1
fix)=-1--+
x

Temos que f'(x) = (x — 2)/x°

Parte 24 Calculo | -A- 51

(6) Crescimento e decrescimento
K

{ & crescente em (-0, 0) e em (2,+°0)
{ ¢ decrescente em (0,2)

Y.
fix)=-1--+
R

Temos que f'(x) = (x — 2)/x%. O estudo do sinal da derivada nos da

o ° _©
w o | o [ e
o | o o

Assim, f é crescente no intervalo (—oo,0), f é crescente em (2, +cc) e f é decrescente em (0, 2).

Parte 24 Célculo | -A- 57

(7) Maximos e minimos locais
I

{ & crescente em (-0 ,0) e em (2,+200)
{ ¢ decrescente em (0,2)

145 145
2 0 2 M
2
514 —— -
11
fix)=-1--+
X 2
) [-) )
2 [ 2
e 1 ) )
’ 0 2
) I ) )
(z-2)/2"

0 2

Vimos no item anterior que o Unico ponto critico de f € p = 2. Como, em p = 2, o sinal da derivada
muda de — para +, concluimos pelo teste da derivada primeira que p = 0 é ponto de minimo local de f
em D.
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(8) Concavidade e pontos de inflexdo

Y]

{ € crescente em (-°0,0) e em (2,+°0)
{ & decrescente em (0,2)

“siag

1
fix)=-1--+
x

Temos que ’(x) = — 2(x —3)/x*. Como x* > 0 para todo x € R — {0}, segue-se que o sinal da
derivada segunda é o sinal de —2 (x — 3). Assim,

f'(x) >0« x < 3 (com x # 0) e f(x) <0< x> 3.

Consequentemente, f é cOncava para cima em (—oc0,0) e (0,3). A funcéo f é cobncava para baixo
em (3, +00). O ponto p = 3 é o Unico ponto de inflexao do grafico de f.

Parte 24 Calculo | -A- 72

[Folha 236]
Pronto!

Parte 24 Calculo | -A- 73

Exemplo

y = f(x) =5x%3 — x°/3

Parte 24 Célculo | -A- 74

(1) Dominio da fungéao

Y 2/3 513
f(x)=5x -x

O dominiode fé D = R.

Parte 24 Caélculo | -A- 77




(2) Intersecao com os eixos coordenados

Y 23 5/3

f(x)=5x " -x

A intersecéo do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersecdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas

Fx)=5x2° —x53 =0 = x*3(5-x)=0 = x=0o0ux=>5.

Logo, o gréfico de f intercepta o eixo x nos pontos (0, 0) e (5, 0).

Parte 24 Calculo | -A- 91

(4) Assintotas

[Folha 237]

2/3 5/3
f(x)=5x " -x

\
Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Como
lim f(x)= lim (5x2/3 - x5/3) = lim x¥3(5-x) = -
X—+00 X—+00 X—r+00
e
lim_f(x) = fim (5x%2 ~x%) = lim x?(5 - x) = +oc,
X——00 X——00 X——00

concluimos que o gréafico de f ndo possui assintotas horizontais. O grafico de f ndo possui assintotas

verticais, pois f € continua em R.

Parte 24

Célculo | -A- 113

(5) Pontos onde a fung¢ao nao é derivavel

\ Y 2/3 513
f(x)=5x" -

Note que

d 23 _ 2 2/371_271/3 d 5/3 _§ 5/371_§ 2/3
ax (7)== gx e g () =g = gl

Logo, f é derivavel para todo x # 0, com
f(x) = gx*”s' - gx2/3 = gx*‘/3(2 - X).

E para x = 07?

Parte 24 Célculo | -A- 124

(5) Pontos onde a fung¢ao nao é derivavel

\ Y 1(x)=5x2/3—x5/3
S X
0
\
Para x = 0, note que
O f(x)—f(0) . Bx?B_x5% 13 2/ 13
4 . . J— . — . —
f+(0) N x“arng x—0 N XILrT(;Jr x—-0 N X|LFT3+(5X x ) N xl@* X (5 X) = oo
_ 2/3 _ ,/5/3
£ = tim (=10 _ oy SXTT= Xy (5418 528y — lim x~1/3(5— x) = — ox.
x—0~ x—-0 x—0~ x—0 x—0~ x—0—

Logo, f ndo é derivavel em x = 0.

Parte 24
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(6) Crescimento e decrescimento

\ v fx)=er2,"
f & descrescente em (-c0,0)
f & crescente em (0,2)
f & descrescente em (2,+)
) 5 S
0
Temos que f'(x) = (5/3) x~'/3(2 — x). O estudo do sinal da derivada nos da
Sinal de [ [ e
2—z 0, 2
Sinal de ) ) [+
(5/3)x=1/3 0 2
Sinal de ° 0 e
(5/3)z713(2 —=x) 0 2

Assim, f é decrescente no intervalo (—oo,0), f é crescente em (0,2) e f é decrescente em (2, +c0).

[Folha 238]

(7) Maximos e minimos locais

\ y
23 5/3
f(x)=5x -x
f & descrescente em (-o0,0)
f & crescente em (0,2)
f & descrescente em (2,+)
2
3227
.
5 X.
0 2
Sinal de ] [+) e
2—x 0 2
Sinal de -] o o
(5/3)z=1/3 0 2
Sinal de ° o L)

(5/3)a~3(2—x) 0 2

Vimos no item anterior que o Unico ponto critico de f &€ p = 2. Como, em p = 2, o sinal da derivada
muda de + para —, concluimos pelo teste da derivada primeira que p = 2 é ponto de maximo local de f
em D. O ponto p = 0 (onde f ndo é derivavel) & ponto de minimo local de f em D.

Parte 24 Caélculo I -A- 145 Parte 24 Célculo | -A- 150
(8) Concavidade e pontos de inflexao Pronto!
y 1(x)=5x2/3—x5/3
f & descrescente em (-,0)
f & crescente em (0,2) y
f é descrescente em (2,+0) . f(x)=5x2/3—x5/3
3 22/3
/\5 |
10 2
8.
...... 3 22 3
Como f/(x) = (10/3) x1/3 — (5/3) x2/3, segue-se que f”(x) = —(10/9) x~*/° — (10/9) x~1/3, ou ainda,
(x) = —(10/3) x~*/3(1 + x). O estudo do sinal da derivada nos da 5 x
a0 2
Sinal de ° 0 0
Sinal de [-) () [-)
—(10/3)z~4/3 1 0
G o ° °
—(10/3)27*3(1 + z) 1 0

Assim, f é concava para cima no intervalo (—oo, —1), f € cdncava para baixo em (—1,0) e em (0, +c0).
Note que p = 0 é o Unico ponto de inflexdo do grafico de f.
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