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Motivacao: o problema da tangente

Dada uma fungéo f e um ponto P no seu gréfico, ache uma equacgao
da reta que é tangente ao grafico de f em P.
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Motivacao: o problema da area

Dada uma funcdo f, ache a éarea entre o grafico de f e um
intervalo [a, b] no eixo x.
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x% —1
x—1

q(x) =

n&o esta definida em p = 1
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x2 —1
X —1

q(x) =

nao esta definidaem p =1,

mas o que acontece com o valor de q(x)
quando x esta proximode p = 17?
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x2 —1
X \ q(x) |
1.0000 nao esta definida
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x2 —1
a(x) = ——
| X | q(x) |
0.9000
1.0000 nao esta definida
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x2 —1
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
1.0000 nao esta definida
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x2 —1
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
1.0000 nao esta definida
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x2 —1
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
1.0000 nao esta definida
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x2 —1
a(x) =~ —
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
0.9999 1.9999
1.0000 nao esta definida
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x2 —1
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
0.9999 1.9999
1.0000 nao esta definida
1.1000 2.1000
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x2 —1
a(x) = ——
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
0.9999 1.9999
1.0000 nao esta definida
1.0100 2.0100
1.1000 2.1000
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x2 —1
a(x) =~ —
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
0.9999 1.9999
1.0000 nao esta definida
1.0010 2.0010
1.0100 2.0100
1.1000 2.1000
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x2 —1
a(x) =~ —
| X | q(x) |
0.9000 1.9000
0.9900 1.9900
0.9990 1.9990
0.9999 1.9999
1.0000 nao esta definida
1.0001 2.0001
1.0010 2.0010
1.0100 2.0100
1.1000 2.1000
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X2 — 1
X —1

q(x) =
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x2—1 _ (x—=1)-(x+1)
x—1 X —1

q(x) =
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x% —1 _(x=1)-(x+1)

x—1 x—1 =X+

q(x) =
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x2—1 _ (x—=1)-(x+1)
x—1 X —1

q(x) = =x+1, parax#1.
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x2—1 _ (x—=1)-(x+1)
x—1 x—1

q(x) = =x+1, parax#1.

Se x esta cada vez mais proximo de p = 1,
entdo g(x) estéd cada vez mais préximo de L = 2.
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x2—1 _ (x—=1)-(x+1)
x—1 x—1

q(x) = =x+1, parax#1.

Se x esta cada vez mais proximo de p = 1,
entdo g(x) estéd cada vez mais préximo de L = 2.

Notacéo
X% —1
lim =
x—1 X —
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O que esta acontecendo geometricamente?
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Limites (de um ponto de vista informal)

Definicao
Se os valores de g(x) podem ser tomados tao proximos quanto

quisermos do numero L, fazendo x suficientemente préximo
de p (mas nao igual a p), entdo escrevemos

U g =&

o qual deve ser lido como

“o limite de q(x) quando x tende a p é igual a L".
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X

0= T

nao esta definidaemp =0

Parte 6 Calculo | -A-



X

W)= AT

nao esta definidaem p =0,

mas o que acontece com o valor de q(x)
quando x esta proximo de p = 07?
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(x) = ——=
M= 711
X \ a(x) \

0.0000 nao esta definida
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X

s

| X | q(x) |
~0.1000

0.0000 nao esta definida
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X

W= T
| X | q(x) |
—0.1000 1.9486832. ..

0.0000 nao esta definida
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q(X) — #
VX +1-1
| X | q(x) |
—0.1000 1.9486832. ..
—0.0100 1.9949874 . ..

0.0000 nao esta definida
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X

X) = ————
A
| X [ a0 ]
—0.1000 1.9486832. ..
—0.0100 1.9949874 . ..
—0.0010 1.9994998 . ..

0.0000 nao esta definida
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X

Q(X) - \/m o 1
| X | qx) |
—0.1000 1.9486832. ..
—0.0100 1.9949874 . ..
—0.0010 1.9994998 . ..
— 0.0001 1.9999499.

0.0000 nao esta definida
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X

Q(X) - \/m 1
| X | 9x |
—0.1000 1.9486832. ..
—0.0100 1.9949874 . ..
—0.0010 1.9994998 . ..
— 0.0001 1.9999499.

0.0000 nao esta definida

0.1000 2.0488088.. ..
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X

X)= ——
9 vx+1-1
| X | q(x)
—0.1000 1.9486832. ..
—0.0100 1.9949874 . ..
—0.0010 1.9994998 ...
— 0.0001 1.9999499 ...
0.0000 nao esta definida

0.0100 2.0049875. ..
0.1000 2.0488088...
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X

Q(X) - \/m - 1
! X \ q(x)
—0.1000 1.9486832...
—0.0100 1.9949874 . ..
—0.0010 1.9994998 ...
—0.0001 1.9999499. ..
0.0000 nao esta definida
0.0010 2.0004998. ..
0.0100 2.0049875. ..
0.1000 2.0488088. ..
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) — X
| X | 9(x) |
—0.1000 1.9486832...
—0.0100 1.9949874 . ..
—0.0010 1.9994998 ...
—0.0001 1.9999499. ..
0.0000 nao esta definida
0.0001 2.0000499. ..
0.0010 2.0004998. ..
0.0100 2.0049875 . ..
0.1000 2.0488088. ..
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gx) = X _ X .\/x+1+1
vx+1-1 vx+1-1 vx+1+1
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gx) = X _ X .\/x+1+1
VX+1-1 VX+T =1 Vx+1+1
x-(Vx+1+1)

(VxF 12— (17
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X X vVXx+1+1

qx) = = :
VX+1-1 VX+T =1 Vx+1+1

x-(Wx+1+1)  x-(Vx+1+1)
(EDE-(F ~  x
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X X vVXx+1+1

qx) = = :
VX+1-1 VX+T =1 Vx+1+1

x-(Wx+1+1)  x-(Vx+1+1)
(EDE-(F ~  x

= Vx+1+1, para x # 0.
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X x x4

S T I o B RV 2a

x-(Wx+1+1)  x-(Vx+1+1)
(xFTE— (1~ x

= Vx+1+1, para x # 0.

(Vx+1+1)=2.

Logo, |imM ——— = Ilim
x—=0+v/X+1-—-1 x—0
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im—X  —lim(/x+1+1)=2.

x—=0vX+1—-1 x—0
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g(x) =sen (g)

0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (g)

X \ /X \ q(x) \
—1.0000
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (7>
X \ /X \ q(x) \
—1.0000 -7
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (7>
X \ /X \ q(x) \
—1.0000 -7 0
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (7>
| X \ m/X \ q(x) |
—1.0000 -7
—0.1000 —10- 7 0
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (7>
| X | /X | q(x) |
—1.0000 -7 0
—0.1000 —10- 7 0
—0.0100 —100 -« 0
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |
—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |
—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
—0.0001 —10000 - 7 0
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |
—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
—0.0001 —10000 - 7 0
0.0000 nao esta definida | ndo esta definida
1.0000 T 0
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |

—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
—0.0001 —10000 - 7 0

0.0000 nao esta definida | ndo esta definida

0.1000 10-7 0

1.0000 T 0
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |

—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
—0.0001 —10000 - 7 0

0.0000 nao esta definida | ndo esta definida

0.0100 100 - 7 0

0.1000 10-7 0

1.0000 T 0
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |

—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
—0.0001 —10000 - 7 0

0.0000 nao esta definida | ndo esta definida

0.0010 1000 - 7 0

0.0100 100 - 7 0

0.1000 10-7 0

1.0000 T 0
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g(x) =sen (g)

| X | /X | 9(x) |

—1.0000 -7 0
—0.1000 —-10-7 0
—0.0100 —100 -7 0
—0.0010 —1000 - 7 0
—0.0001 —10000 - 7 0

0.0000 nao esta definida | ndo esta definida

0.0001 10000 - 7 0

0.0010 1000 - 7 0

0.0100 100 - 7 0

0.1000 10-7 0

1.0000 T 0
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~ . . T
N&ao existe lim sen <;>!
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Moral: tabelas podem nao ser suficientes para estudar limites!

% GeoGebra - limite-03.9gb i -0l x|
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Exercicios
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Exercicio 1

i 2x2+5x -3
x—1/22X2 —5x+2
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Exercicio 1

i 2x2+5x—-3 () im 2(x=1/2)(x+3)
x=21/22x2 —=5x+2  x5122(x—1/2)(x — 2)

(x) pois 2x2+5x—-3=2(x—-1/2)(x+3) e
2x2-5x+2=2(x—1/2)(x —2).
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Exercicio 1

i 2x2+5x—-3 () 2(x —1/2)(x+3)
x=21/22x2 —=5x+2  x5122(x—1/2)(x — 2)
. Xx+3
= lim
x—1/2 X —2

(x) pois 2x2+5x—-3=2(x—-1/2)(x+3) e
2x2-5x+2=2(x—1/2)(x —2).
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Exercicio 1

. 2x°4+5x-3
lim

x—1/22X2 —5x+2

I
X

im 2(x—1/2)(x+3)
x—1/22(x —1/2)(x — 2)

. X+3
lim
x—1/2 X — 2
1/2+4+3
1/2-2

(x) pois 2x2+5x—-3=2(x—-1/2)(x+3) e
2x2-5x+2=2(x—1/2)(x —2).
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Exercicio 1

i 2x2+5x—-3 () 2(x —1/2)(x+3)
x=21/22x2 —=5x+2  x5122(x—1/2)(x — 2)
. Xx+3
= lim
x—1/2 X — 2
1243 7
- 1p2-2 = %

(x) pois 2x2+5x—-3=2(x—-1/2)(x+3) e
2x2-5x+2=2(x—1/2)(x —2).

Parte 6 Calculo | -A-



Exercicio 2

lim VX+24+Vx+6—-v6—-12

x—0 X
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Exercicio 2

im VXF2+Vx+6—-vV6—-V2
x—0 X
I

(\/x+2—\@+\/x+6—\@>
X

lim
x—0

X
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Calculo | -A-



Exercicio 2

lim VX+24+Vx+6—-v6—-12

x—0 X

(m_ﬂ+m_%>
X

X

lim
x—0

«x+2—\@.\/x+2+¢§+m—\/5m+¢é
X VX+2+V2 X VX +6+V6

lim
x—0
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Exercicio 2

lim VX+24+Vx+6—-v6—-12

x—0 X

lim (VX+2_‘@+ VX+6_\@>
x—0 X

X
I
\/x+2—\@.\/x+2+\/§+\/x+6—\/5.\/x+6+\/5
X VX+2+2 X VX +6+6
1}
im (\/X+2)2—(\@)2+(\/X+6)2—(\/5)2
=0\ x-(Vx+2+v2)  x-(VX+6+V6)

lim
x—0
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Exercicio 2

lim VX+24+Vx+6—-v6—-12

x—0 X

”m(vx+2—¢2+vx+6—v€>
x—0 X

X
I
\/x+2—\@.\/x+2+\/§+\/x+6—\/5.\/x+6+\/5
X VX+2+2 X VX +6+6
1}
im (\/X+2)2—(\@)2+(\/X+6)2—(\/5)2
=0\ x-(Vx+2+v2)  x-(VX+6+V6)

lim
x—0

|im< X
x>0 \x- (VX +2+2

X
)+x-(\/x+6+\/é)>
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Exercicio 2

Desta maneira,

”m\/x+2+\/x+6f\/éf\@ _ Iim( X N X
x—0 X x—0 X(\/er\fQ) X(M+\/é))
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Exercicio 2

Desta maneira,

\/x+ +\/ﬁ V6 -2 _ Iim( X N X
X*}O x=0 \x - (VX +2+V2) X(M+\/é))

XHO(\/)TMT \/)T;Jr\@)
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Exercicio 2

Desta maneira,

\/x+ +\/ﬁ V6 -2 _ Iim( X N X
X*}O x=0 \x - (VX +2+V2) X(M+\/é))

XHO(\/)TMT \/)T;Jr\@)
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Exercicio 2

Desta maneira,

\/x+ +\/ﬁ V6 -2 _ Iim( X N X
X*}O x=0 \x - (VX +2+V2) X(M+\/é))

XHO(\/)TMT \/)T;Jr\@)

1+1  V6+V2
2v2 26 43
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Limites laterais
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Limites laterais
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Limites laterais

f(x):m { +1, sex >0,

1 -1, sex<0.
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Limites laterais

x| f +1, sex>0,
=% = -1, sex<0O.

=10l %]

Arguiva Editar BExibir COpgdes Ferramentas Janela Ajuda
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- fiix) = abs(x) I x 0
|5 Objetos dependentes flx)=1
1
1
I
i
I
a | x=136673

@ Enrrada || I LI [ IComando . L”

Calculo | -A-



Limites laterais

- . . |x
Néo existe lim u ..
x—0 X

[, GeoGebra - limite-04.ggb 1Ol x|
Arguiva Editar BExibir COpgdes Ferramentas Janela Ajuda

/ @ d‘v X "}' Mover: Arrastar ou selecionar
== = T | ohjstos (Esc) P
2 Objetos livres ® "

- fiix) = abs(x) I x
|5 Objetos dependentes

%
]

a=z

]

x= 136673

X

@ Enrrada || I LI [ IComando . L”

Parte 6 Calculo



Limites laterais

. - S x|
mas existem os limites laterais Im — =4+1e Ilm — = —1.
x—0t X x—0— X

[, GeoGebra - limite-04.ggb 1Ol x|
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Limite lateral a direita (de um ponto de vista informal)

Definicao
Se pudermos tornar os valores de f(x) tdo préximos quanto

quisermos de um numero L, fazendo x suficientemente préximo
de p (porém maior do que p), entao escreveremos

lim f(x) = L,

x—pt
o qual deve ser lido

“o limite de f(x) quando x tente a p pela direita € igual a L".
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Limite lateral a esquerda (de um ponto de vista informal)

Definicao
Se pudermos tornar os valores de f(x) tdo préximos quanto

quisermos de um numero L, fazendo x suficientemente préximo
de p (porém menor do que p), entdo escreveremos

lim f(x) =L,

X—p~
o qual deve ser lido

“o limite de f(x) quando x tente a p pela esquerda é igual a L.
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Relagao entre limites laterais e bilaterais

Proposicao
lim £(x) = L
)
lim f(x)=L e lim f(x)=L.
x—pt X—p—
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lim f(x) lim f(x) lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x) n&o existe.
x—2+ X—2~ x—2
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lim f(x) lim f(x) lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x) n&o existe.
x—2+ X—2~ x—2
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lim f(x) lim f(x) lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x)

x—2+t X—2~ X—2
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lim f(x) =3, lim f(x) =1, lim f(x) n&o existe.
x—2+ X—2~ x—2
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Moral:

o valor f(2) da fungéo f no ponto p = 2 pouco importa para
o célculo dos valores dos limites lim,_,o- f(x) e limy_,o+ f(x)!

O que determina lim,_,»- f(x) e limy_,o+ f(x) € 0 que
acontece com f em torno de p = 2!
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lim f(x lim f(x lim f(x
X—2t ( ) X—2~ ( ) X—2 ( )

Parte 6 Calculo | -A-



Exemplo
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1 0 1 2 3 4 5
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lim f(x)=2 lim f(x lim f(x
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) X—2 ( )
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Exemplo

3
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1 0 1 2 3 4 5
-1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) ’ X—2 ( )
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Exemplo

3

P

1 |

) i

1 0 1 2 3 4 5

-1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x) = 2.
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) ’ X—2 ( )
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lim f(x lim f(x lim f(x
X—2t ( ) X—2~ ( ) X—2 ( )
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Exemplo

3fmmmmm °
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1

P

1

|

1
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i

0 X
1 0 1 2 3 4 5
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lim f(x)=2 lim f(x lim f(x
X—2t ( ) ’ X—2~ ( ) X—2 ( )
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Exemplo

e °
I 1
1 |
) i
1 0 1 2 3 4 5
-1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) ’ X—2 ( )

Parte 6 Calculo | -A-



Exemplo

e °

I 1

1 |
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1 0 1 2 3 4 5

-1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x) = 2.
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) ’ X—2 ( )
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Exemplo

3
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i
0 X
1 0 1 2 3 4 5
-1
lim f(x lim f(x lim f(x
X—2t ( ) X—2~ ( ) X—2 ( )
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Exemplo

3
P
1 |
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1 0 1 2 3 4 5
-1
lim f(x)=2 lim f(x lim f(x
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) X—2 ( )
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Exemplo

3
P
1 |
) i
1 0 1 2 3 4 5
-1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) ’ X—2 ( )
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Exemplo

3

P

1 |

) i

1 0 1 2 3 4 5

-1
lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x) = 2.
X—27F ( ) ’ X—2~ ( ) ’ X—2 ( )
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Moral:

o valor g(2) da fungao g no ponto p = 2 pouco importa para
o célculo dos valores dos limites lim,_,»— g(x) e limy_,o+ g(x)!

O que determina lim,_,»- g(x) e limy_,o+ g(x) € 0 que
acontece com g em torno de p = 2!
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Exemplo

lim g(x) lim g(x) lim g(x)

X—2~ x—2+t X—2
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Exemplo

lim g(x) =3, lim g(x) lim g(x)

X—2~ x—2+t xX—2
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Exemplo

—_
(\9]
0 4+
N
N
=Y

lim g(x) =3, lim g(x) =1, lim g(x)

X—2~ x—2+t xX—2

Parte 6
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Exemplo

lim g(x) =3, lim g(x) =1, lim g(x) n&o existe.
X—2~ x—2+ X—2
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Exemplo

iim_g(x) im_g(x) lim g(x)

X—5— X—5+
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Exemplo

lim g(x) =2, lim g(x) )I(Ts a(x)

X—5— X—5+
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Exemplo

lim g(x) =2, lim g(x) =2, )I(Ts a(x)

X—5— X—5+
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Exemplo

lim g(x) =2, lim g(x) =2, )I(Ts a(x) =2.

X—5— X—5+
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Novo exercicio!

. X°—-5x+4
im ——MM—
Xx—1 |X—1|
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Novo exercicio!

Como x2 —5x +4 = (x — 1)(x — 4), segue-se que

. x2-5x+4 . (x—1)(x—4)
im — 7—7 = |lm~————~=
Xx—1 |X—1| x—1 ‘X*1|
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Novo exercicio!

Como x2 —5x +4 = (x — 1)(x — 4), segue-se que

. x2-5x+4 . (x—1)(x—4)
im — 7—7 = |lm~————~=
Xx—1 |X—1| x—1 ‘X*1|

Assim, precisamos estudar os limites laterais

im (x —1)(x —4) o im (x—=1)(x—4)

x—1+t ‘X—ﬂ X—1— ’X—”
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Novo exercicio!

Agora,
im (x —1)(x —4)
x—1t ‘X — 1|
e
im (x —1)(x — 4)
X—1-— |X — 1‘

Parte 6 Calculo | -A-



Novo exercicio!

Agora,
. (x=1)(x—-4) (x —1)(x —4)
lim = li
x—1t ‘X—1| xX—1+ X —1
e
im (x —1)(x — 4)
X—1— |X — 1‘

Parte 6 Calculo | -A-



Novo exercicio!

Agora,
jim X DX=A) e, D=4 (x — 4)
x—1+ ‘ —1| x—1+ x—1 x—1+
e
im (x —1)(x — 4)
X—1— |X — 1‘

Parte 6 Calculo | -A-



Novo exercicio!

Agora,
lim (x=1)(x—4) lim (x=1Dx-4) _ lim (x —4) = -3
x—1+ ‘ —1| x—1+ x—1 x—1+
e
im (x —1)(x — 4)
X—1- |X— 1‘

Parte 6 Calculo | -A-



Novo exercicio!

Agora,
i Oy ey
e
o (x=1)(x—-4) . (x=1)(x—-4)
x|l>n11* |X — 1‘ xll[?* —(X — 1)

Parte 6 Calculo | -A-



Novo exercicio!

Agora,

xir?+(x_1)_();|_4) xir?+(x_):)_();_4)—X'L’?+(X—4):—3
e

o (x=1)(x—-4) (x—1)(x—-4)

Jm A Sam Ty = m e
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Novo exercicio!

Agora,
R e o B L
e
Jn SR = m B i - a -
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Novo exercicio!

Como

o (x=1)(x—4) o (x—=1)(x—4)
R | S s T

)
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Novo exercicio!

Como
lim w:_3¢+3: lim wj
=1e X =1 xo1- [x =1
segue-se que
fjéﬁiﬂ

nao existe lim
x—1 |x — 1|
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Propriedades de limites
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Propriedades de limites

Proposicao

Suponha que existam os limites )!'an f(x) e )I([)np g(x). Entao:

(1) O limite de uma soma é a soma dos limites:

lim (f(x) + g(x)) = )I(ian f(x) + lim g(x).

X—p X—p
(2) O limite de uma diferenga é a diferenga dos limites:

lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x).

X—Pp X—p X—p

(3) O limite de um produto é o produto dos limites:

lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x).

X—p X—p X—p
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Propriedades de limites

Proposicao

(4) O limite de um quociente € o quociente dos limites, desde
que o limite do denominador seja diferente de zero:

lim f
jim 1) _ X.@p (X).
P g(x) lim glx)

(5) O limite de uma constante vezes uma fungéo € igual a
constante vezes o limite da funcao:

lim(c- f(x)) =c- lim f(x).

X—p X—p

Parte 6 Calculo | -A-



Propriedades de limites

Corolario

Suponha que exista o limite )!ian f(x). Entéo, para todo numero
inteiro n > 0, vale que

fim 10" = | im0 B
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Propriedades de limites

Corolario

Suponha que exista o limite )!ian f(x). Entéo, para todo numero
inteiro n > 0, vale que

lim [f(x)]" = [Iim f(x)r.

X—p X—p

Demonstragao:
lim [FOO)" = Jim (£(x) - £(x) - £(x)) (por (3))
= (amr00) - (g ) - (gm0
= [XIianf(x)} )
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Propriedades de limites

Os resultados anteriores
continuam validos para limites laterais!

Parte 6 Calculo | -A-



lim(2x2 —3x + 4)
Xx—5
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lim(2x?2-3x+4) = lim(2x?) — lim(3x) + lim 4
X—5 X—5 x—5 X—5
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lim(2x?2-3x+4) = lim(2x?) — lim(3x) + lim 4

X—5 X—5 x—5 X—5

= 21lim x? -3 1lim x + lim 4
xX—5 X—5 x—5

Parte 6 Calculo | -A-



(2x>-3x+4) = lim(2x?)

lim — lim(8x) + lim 4
X—5 X—5 Xx—5 X—5

= 21im x%2 -3 lim x + lim 4
xX—5 x—5 xX—5

= 2(5)2—3(5)+4
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(2x>-3x+4) = lim(2x?)

lim — lim(8x) + lim 4
X—5 X—5 Xx—5 X—5

= 21im x%2 -3 lim x + lim 4
xX—5 x—5 xX—5

= 2(52-3(5)+4 = 39.
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o x3+2x% -1
X——2 5-3x

Parte 6 Calculo | -A-



Como lim (5 —-3x) =

X——2

i x3+2x2 -1
X——2 5-3x o
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Como Im (5—-3x) = Ilim 5—3 Ilim x
X——2 X——2 X——2
xS+ 2x2 -1
im —— =

X——2 5-3x
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Como Ilim (5—-3x) = Ilim 5—-3 Iim x =5 —3(-2)

X——2 X——2 X——2

lim x3+2x2-1
X——2 5-3x o
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Como lim (5 —-3x) = I|m5 3lmx=5-3(-2)=11#0

X——2 X——2 X——2

i x3+2x2-1
X——2 5-3x o
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Como lim (5 —-3x) = I|m5 3 lim x =5-3(-2) =11 # 0,

X——2 X——2 X——2
entao
- 3 2
i x3+2x2-1 XI_Img(X +2x7 1)
x—»-2 5-3x B lim (5 —3x)

X——2
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Como lim (5 —-3x) = I|m5 3 lim x =5-3(-2) =11 # 0,

X——2 X——2 X——2
entao
: 3 2
i x3+2x2-1 XI_Img(X +2x7 1)
x—»-2 5-3x B lim (5 —3x)
X——2
lim x*+2 lim x2— lim 1
X——2 X——2 X——2

11
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Como lim (5 —-3x) = I|m5 3 lim x =5-3(-2) =11 # 0,

X——2 X——2 X——2
entao
: 3 2
i x3+2x2-1 XI_Img(X +2x7 1)
x—»-2 5-3x B lim (5 —3x)
X——2
lim x*+2 lim x2— lim 1
X——2 X——2 X——2

11

(—2)% +2(-2)2 -1
11
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Como lim (5 —-3x) = I|m5 3 lim x =5-3(-2) =11 # 0,

X——2 X——2 X——2
entao
: 3 2
i x3+2x2-1 XI_Img(X +2x7 1)
x—»-2 5-3x B lim (5 —3x)
X——2
lim x*+2 lim x2— lim 1
. X——2 X——2 X——2
o 11
(2P +2(—2PF-1 1
- 11 a 11°
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im_[£(x) + 5 g(x)] =
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y

i
T~

Jim_[f(x) +5g(x)] = lim_f(x) +5 lim_g(x) =

Parte 6 Calculo | -A-



y

i
T~

Xirrl2[f(x) +59(x)] = Xirgz f(x) + SXlnjzg(x) =1+5(-1)=-4.
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y

i
T~

im [£(x) - g(x)

Parte 6 Calculo | -A-



y

i
T~

)I(m [f(x) - g(x)] nao existe!
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y

i
T~

pois _lim [f(x) -g(x)] = lim f(x)- lim g(x)

Parte 6 Calculo | -A-



y

i
T

pois_lim [f(x)-g(x)] = lim f(x)- lim g(x) = (2)(-2)

Parte 6 Calculo | -A-



y

i
T~

pois_lim [f(x) -g(x)] = lim f(x)- lim g(x) = (2)(-2) = —4
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y
° 4
0 /2 ’
pois_lim [f(x) -g(x)] = lim f(x)- lim g(x) = (2)(-2) = —4 Jim [f(x) - 9(x)]
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y

i
T~

pois_lim [£(x)- g(x)] = Im f(x)- m g(x) = (2)(~2) = 4 ()(-1) = lm [£(x) - g(x)
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y

i
T~

pois _lim [£(x)- g(x)] = Im f(x)- lm g(x) = ()(-2)=—4 -2=@)(~1)= lim [£(x)- 9]
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y

i
T~

pois_lim [£(x)- g(x)] = lm f(x)- m g(x) = (2)(~2) =4 # ~ 2= ()(~1) = lim [£(x)- g}
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y

i
T~

lim (9(x)/f(x)) =

Parte 6 Calculo | -A-



y

I
2T

tim9()/100) = (im a00)) / (Jim,10)) =

Parte 6 Calculo | -A-



y

i
T~

tim9(:)/00) = (im a0)) / (fim,10:0) = 0/2 0.
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O teorema do confronto
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O teorema do confronto

Teorema

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo de p (exceto possivelmente em p) e

im f(x) = L= fim h(x).

X—p
entao
Jim g(x) = L.
y

\ h
g

Li———= T

|

e |

|
l !

0 4
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O teorema do confronto

Teorema
Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo de p (exceto possivelmente em p) e

im f(x) = L= fim h(x).

X—p
entao
Jim g(x) = L.
y

\ h
g

Li———= T

|

e |

|
I f
0 p X

Este teorema também é conhecido como o teorema do sanduiche.
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Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0
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Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0

Solucéo.
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Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1.
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Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, para todo
X # 0,
—x?< x?sen <)1() <+x?
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Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, para todo
X # 0,
—x? < x?sen <)1() < +x°

—_~ —— =~
f(x) 9(x) h(x)
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Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, para todo
x # 0,
—x? < x?sen <)1() < +x°
~ Y =~
f(x) g(x) h(x)

Como limy_o(—x2) = 0 = limy_o(+x?)

Calculo | -A-

Parte 6



Mostre que lim [xz sen (l)] =0.

x—0

Solugdo. Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, para todo
X # 0,
—x? < x?sen <)1() < +x°

—_~ —— =~
f(x) 9(x) h(x)

Como limy_,o(—x?) = 0 = lim,_,o(+x?), segue-se pelo teorema do confronto

que
lim [xz sen (1” =0.
x—0 X
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Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

lim f(x)=L e lim h(x) =M,

X—Pp X—p

entao
)!@p g(x) existe.
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Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

lim f(x)=L e lim h(x) =M,

X—Pp X—p

entao
)!@p g(x) existe.

Falso!

Parte 6 Calculo | -A-



Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

lim f(x)=L e lim h(x) =M,

X—p X—p
entao
lim g(x) existe.
Jim g(x)

Falso!

Vx #£0, -1 <sen (%) < +1

—~ = =~
f(x) 9(x) h(x)
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Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

lim f(x)=L e lim h(x) =M,

X—p X—p
entao
lim g(x) existe.
Jim g(x)
Falso!
Vx #0, —1 <sen (1)§ +1, lim f(x) =L=—1
X x—0
~ = =~
f(x) g(x) h(x)
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Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

lim f(x)=L e lim h(x) =M,

X—p X—p
entao
lim g(x) existe.
Jim g(x)
Falso!
Vx #0, —1 gsen(l)g +1, lim f(x) = L= —1, lim h(x) =M = +1,
X x—0 x—0
~ = =~
f(x) g(x) h(x)
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Verdadeiro ou falso?

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de p (exceto
possivelmente em p) e

lim f(x)=L e lim h(x) =M,

X—p X—p
entao
lim g(x) existe.
Jim g(x)
Falso!
Vx #0, —1 gsen(l)g +1, lim f(x) = L= —1, lim h(x) =M = +1,
X x—0 x—0
~ = =~
f(x) 9(x) h(x)
. . 1 .
mas lim g(x) = lim sen (7) nao existe!
x—0 x—0 X
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Verdadeiro ou falso?

y=h(x)=+1

y=f(x)=-1
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O teorema do anulamento
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Funcdes limitadas

Definicao

Dizemos que uma fungé@o y = f(x) é limitada em um conjunto
D se existe uma constante M > 0 tal que, para todo x € D,

-M < f(x) < +M.
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y = sen(x) é limitadaem D = R.

y=sen(x)
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y = arctg(x) € limitada em D = R.

y=arctg(x)
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y = x? nao é limitada em D = R.
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Mas y = x? ¢ limitada em D = [1, +1].

y=x
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y = |x|/x é limitadaem D = R.
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O teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) é uma funcao limitada em torno de um ponto p e
limy—p g(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p
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’
Mostre que lim [xz sen ()] =0.
x—0 X
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’
Mostre que lim [xz sen ()] =0.
x—0 X

Solugéo.

Parte 6 Calculo | -A-



. 1
Mostre que lim [xz sen ()] =0.
x—0 X

Solugéo.

@ Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1.
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’
Mostre que lim [xz sen ()] =0.
x—0 X

Solugéo.

@ Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, y = f(x) =
sen(1/x) é uma fungao limitada em D = R — {0}.
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’
Mostre que lim [xz sen ()] =0.
x—0 X

Solugéo.

@ Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, y = f(x) =
sen(1/x) é uma fungao limitada em D = R — {0}.

@ Se y = g(x) = x2, entdo limy_,q g(x) = limy_,o x> = 0.
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. 1
Mostre que lim [xz sen ()] =0.
x—0 X

Solugéo.

@ Temos que para todo x # 0, —1 < sen(1/x) < +1. Logo, y = f(x) =
sen(1/x) é uma fungao limitada em D = R — {0}.

@ Se y = g(x) = x2, entdo limy_,q g(x) = limy_,o x> = 0.

@ Segue-se entdo pelo teorema do anulamento que

lim (f(x) - g(x)) = lim [sen <l) xﬂ = lim {x2 sen (l)} =0.
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma func¢éo qualquer e limy_,, g(x) = 0, entao

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma func¢éo qualquer e limy_,, g(x) = 0, entao

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Falso!
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma func¢éo qualquer e limy_,, g(x) = 0, entao

lim (f(x) - g(x)) = 0

X—p

Falso!
1 .
Tome f(x) = 5 © a(x) = x. Note que I)l(T g(x) =
mas lim (f(x) - g(x)) = lim 1 X = I|m 1=1+#0.
x—0 x—0 X
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma fung@o qualquer e limy_,, g(x) = 0, entédo

)!iinp(f(x) - g(x)) existe.
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma fung@o qualquer e limy_,, g(x) = 0, entédo
Jinp(f(x) - g(x)) existe.

Falso!
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) é uma fung@o qualquer e limy_,, g(x) = 0, entédo

lim (f(x) - g(x)) existe.
im (7(x) - g(x))
Falso!
X _ o
Tome f(x) = 2 ¢ a(x) = x. Note que I)l(m a(x) =0,
mas lim (f(x) - g(x)) = lim X x = lim X nao existe.
x—0 x—0 X2 x—0 X
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) € uma funcao limitada em torno de um ponto p e
limx_p g(x) existe, entdo

)!igwp(f(x) - g(x)) também existe.
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) € uma funcao limitada em torno de um ponto p e
limx_p g(x) existe, entdo

)!igwp(f(x) - g(x)) também existe.

Falso!
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Verdadeiro ou falso?

Se y = f(x) € uma funcao limitada em torno de um ponto p e
limx_p g(x) existe, entdo

lim (f(x) - g(x)) também existe.

X—p
Falso!
Tome f(x)= Lﬁ‘ e gx)=1. Note que f é limitada e |)I(T ax) =1,
mas lim (f(x) - g(x)) = lim X -1 =lim X nao existe.
x—0 x—=0 X x—=0 X
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Demonstragao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,p f(x) = 0.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,p f(x) = 0.

Demonstracao.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,p f(x) = 0.

Demonstracdo. J4 sabemos que
—[f(x)] < f(x) < [f(x)]

para todo x no dominio de f.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,p f(x) = 0.

Demonstracdo. J4 sabemos que
—[f(x)] < f(x) < [f(x)]

para todo x no dominio de f. Por hipétese, limy_p|f(x)| = O e,
consequentemente, limy_,p(—|f(x)|) = O.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Lema

Se limy_,p |f(x)| = 0, entdo limy_,p f(x) = 0.

Demonstracdo. J4 sabemos que

—|fO| < f(x) < [f(x)]

para todo x no dominio de f. Por hipétese, limy_p|f(x)| = O e,
consequentemente, limy_,p(—|f(x)]) = 0. Usando o teorema do
confronto com g(x) = —|f(x)| e h(x) = +|f(x)|, concluimos que

J@p f(x) =0.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstragao.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que

i [£(x) - g(x)] = 0.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungao limitada
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p
Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p.
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p
Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que

0=0-[gx)| < [f(X)]-1g(x)| < M-[g(x)]
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que

0=0-[gx)| < [f(X)]-1g(x)| < M-[g(x)]

Como limy_,p0 = 0 e limy_,,(M - |g(x)|) =0
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que

0=0-[gx)| < [f(X)]-1g(x)| < M-[g(x)]

Como limy_,p0 = 0 e limy_,,(M - |g(x)|) = 0 (pois, por hipétese, limy_,, g(x) = 0).
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema
Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que

0=0-[gx)| < [f(X)]-1g(x)| < M-[g(x)]

Como limy_,p 0 = 0 e limy_,,(M - |g(x)|) = 0 (pois, por hipétese, limy_,, g(x) = 0). Usando
o teorema do confronto, concluimos entdo que
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Demonstragao do teorema do anulamento

Teorema

Se y = f(x) € uma fungéo limitada em torno de um ponto p e
limx_,p 9(x) = 0, entéo

lim (f(x) - g(x)) = 0.

X—p

Demonstracao. Pelo lema anterior, basta mostrar que
Jim [#(x) - g(x)| = 0.

Como, por hipétese, f € uma fungéo limitada, existe constante M > 0 tal que 0 < |f(x)| <M
para todo x perto de p. Multiplicando estas desigualdades por |g(x)|, obtemos que

0=0-[gx)| < [f(X)]-1g(x)| < M-[g(x)]

Como limy_,p 0 = 0 e limy_,,(M - |g(x)|) = 0 (pois, por hipétese, limy_,, g(x) = 0). Usando
o teorema do confronto, concluimos entdo que

Im(1£60)] - [9G)D = fim [£(0x) - 90| = 0.
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